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roba do roba. Vredno je kupiti novejSe konstrukcije,
saj je kontrola kakovosti boljSa in pri zrcalno refle-
ksnih aparatih je t. i. fazno avtomati¢no ostrenje z
novimi tipi motorckov precej bolj zanesljivo.
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\V/sota kvadratov
prvih n
zaporednih
naravnih Stevil

b
JENS CARSTENSEN IN ALIJA MUMINAGIC

- Ko boste prebrali naslov, si boste verjetno mi-
slili, saj to pa dobro poznamo. Kaj novega pa lahko

Se izvemo? Avtorja misliva drugace in zato sva na-

pisala ta clanek.

Najprej opiSimo zgled, kje na omenjeno vsoto lah-
ko naletimo v zZivljenju. Zamislite si jabolka, zloZena
v kvadratno piramido. Eno na vrhu, pod njim so Stiri,
zlozena v kvadrat s stranico po dve jabolki, v tretji
plasti nato sledi devet jabolk in tako dalje. Koliko je
vseh jabolk v piramidi, ¢e vemo, iz koliko plasti je
sestavljena? Ravno toliko, kot vsota, ki jo obravna-
vamo. Poznamo mnogo (tudi zelo duhovitih) doka-
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zov, da je

o_nn+1)(@2b+1)

= S =12422+43%24. . . +n 5

(1)

Eden od takih je tudi ta dokaz: enostavno preverimo,
da za vsa realna Stevila a velja enostavna zveza:

" ala+ 1) -ala-1)?%=4a>

Cezaa po vrsti vstavljamo naravna Stevila 1, 2, 3,

..., n, dobimo vrsto ena¢b: od 1 -22-1-0%2 =4 .12

do n(n + 1)2-n(n — 1) = 4n?. Vrsto enacb nato

seStejmo:

= 1-2242.324 . 4+ (n-Dn’+nn+1)°-1-0°-2-1%—

veem M= =-2)> —nn-1)7>%-=
=4(1°+2°+...+(m -1 +n?).

Vidimo, d@ se na desni pojavi Clen, ki bi ga radi iz-

racunali. Clene na levi lahko preuredimo in pri tem

upostevamo, dajel-02=0v:

= —2.1%241-22-3-2242-32+...+
+(m-1)n®+nmn+ 1) =48S,.

Upostevajmo Se 1-22-3-22 = -2.22,2.32-4.3% =

-2-32...m-2)(n-1)2—-nn-12%=-2(n-1)?,

pa dobimo

= 2124224+ (n-1D?]1+ (n-1)n’+
+nn+1)% = 48S,.

Izraz v oglatih oklepajih lahko izrazimo z vsoto, ki

jo zelimo izracunati: 1° +22+...+ (n—1)2 = S» —n?
in ostane nam:

= —2(So —n?) +n? —n +n3+2n +n =4S,.
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Od tu brez tezav izrazimo

2n3+3n2+n nn+1)2n+1)
=S = = .

6 6
Ta dokaz je neizpodbiten (in eleganten), vendar nanj
lahko damo nekaj pripomb: 1. Kako vemo, da je
vsota kvadratov prvih zaporedni naravnih Stevil ena-

ka prav n(n+1)(

%? 2. Kako smo se domislili enacbe
ala+1)?2—a(a-1)2 = 4a??

Pokazali bomo, kako lahko zaslutimo, da velja
enacba (1). Dobro je znana vrsta prvih n zaporednih
naravnih Stevil:

nn+1)

= §1=1+2+3+...+n= >

)

Oglejmo si sledeco tabelo 1.
Vidimo, da je g—f = 2"3“ zan=1,2,3,... 0d tu
sledi:

. S, = @n+1)S _ (2n+1) - 2ot
2 = 3 — 3
_nmn+1)(@2n+1)
- ) .

Deduktivno iskanje kvocientov je zelo zanimivo in
nam da idejo, kako priti do izraza, vsekakor pa to ni
dokaz. To zvezo bi lahko dokazali npr. z indukcijo.
Poskusite!
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TABELA 1.
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