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ZAGONETNI FERMAT

1. Mirno Zivljenje

V malem mestecu Beaumont-de-Lomagne na skrajnem jugu Francije,
v vojvodini Gascogni, se je 4. avgusta 1601 rodil eden najve&jih
matematikov vseh ¢asov Pierre de Fermat. Umrl je dobrih 63 let
kasneje, 12, januarja 1665 v bliZnjem kraju Cartresu, kjer je tu-
di pokopan.

0 Zzivljenju &loveka, katerega genij Se danes ob&udujemo, vemo
le malo. Njegov o&e Dominique je bil trgovec z usnjem in beaumon-
5ki uradnik, mati Claire de Long pa je izvirala iz pravniske dru-
Zine. 3o0lal se je v rojstnem kraju in v bliZnjem Toulousu, kjer
je konéal 3tudij prava ter postal sodni uradnik. Kasneje se je
tudi za stalno naselil v Toulousu, se poro¢il in imel pet otrok.
Njegova pravniska kariera je bila podasna in mirna ter je dosegla
svej vrh takrat, ko je bil imenovan za kraljevega svetnika v lo-
kalnem parlamentu v Toulousu. Nekateri viri priajo o tem, da se
je odlikoval po svojem postenju, obzirnosti in zglednem vedenju.
Svoj prosti &as je Fermat posvedal matematiki in dosegal izredne
rezultate.

Danes velja za zafetnika diferencialnega rafuna in skupaj z
drugim znanim francoskim matematikom Blaiseom Pascalom za tvorca
teorije verjetnosti. Njegova verjetno najpomembnejsa odkritja pa
sodijo v podro&je matematike, ki mu danes pravimo teorija Stevil.
Na Zalost nimamo pravega pregleda nad celotnim njegovim matema-
tiénim delom, saj je svoje rezultate redko objavljal. Nekaj o nje-
govem delu lahko izvemo iz pisem, ki jih je pisal drugim matemati-
kom in fizikom svojega &asa. Dopisoval si je s Pascalom, Renéjem
Descartesom in mnogimi drugimi, po nekaterih virih celo z Isaacom
Newtonom. Navadne je Fermat svoje matematine domisleke pripisal
kar na robove knjig, ki jih je prebiral. Njegov sin Samuel je i-
mel tezko delo, ko je posku3sal po oetovi smrti zbrati njegovo
delo in ga izdati v knjiZni obliki. Kljub temu je knjiga leta 1879
iz3la pod naslovom Varia opera mathematica, ta knjiga pa je hkrati



tudi edino pricevanje, ki nam je ostalo o Fermatovem delu. Pre-
cejinje Stevilo Fermatovih trditev je ostalo nedokazanih, bodisi
da so se dokazi izgubili, bodisi jih zagonetni, a genialni moZ ni
nikdar zapisal. Cela desetletja so minila, preden so najboljsdi
matematiki Evrope uspeli razvozlati nekatere Fermatove uganke.
Ena med njimi je 3e dobrih 300 let po njegovi smrti ostala neraz-
reSena, to je sloviti "poslednji izrek".

2. Tangenta na krivuljo

Tangenta na krivuljo je eden najpomembnejsih pojmov, ki jih je
vpeljal Fermat in prav to ga postavlja na ¢elo tistih, ki jih da-
nes imamo za zadetnike diferencialnega racuna.

Zamislimo si poljubno krivuljo v ravnini, npr. tako, kakr3na
je na sl.1 in izberimo toéko T na krivulji. Tisti premieci, ki bo
8la skozi to toZko in se bo najbolje prilegala krivulji v bliZini
te totke, bomo rekli tangenta na krivuljo v dani toéki. Vprasanje
je, kako priti do te premice?

Izberimo si na krivulji %e dve nadaljni toéki P in ¢, eno npr.
desno, drugo pa levo od totke T. Premica skozi ti dve toéki je
sekanta krivulje. Ce bosta toéki zadeli drseti po krivulji wvsaka
s svoje strani proti toéki T, pa bo sekanta najbrZ vse bliZje tan-
genti! In ko bosta kon&no tocki zdrsnili v T, bo sekanta sko&ila
v tangento!

Ze prav, boste rekli, toda kako to izradunati? Pa naj bo odsle]
krivulja podana kot graf neke funkeije f(z) (s1.2). Na krivulji
si izberimo todko T s koordinatama (xu,f(zu)) in to¢ko P s koordi-
natama (xu+h,f(zu+h)). Danes si delo poenostavimo s tem, da drugo
totko § kar takoj postavimo v I'. Naklon sekante je tedaj o&itno

1
kg = 2lflzgth) = flzg)],
naklon tangente pa dobimo, &e v \!
zgornji izraz postavimo A=0. Funk- ! \

cija, narisana na sl.2, ima enacbo

flz) = xz + 1, \

Kaj hitro lahko izracunamo naklon
sekante v todki ERE ka = 2xzg + h, '
naklon tangente : kt = ?xD =

in tangento: y = (2zg)z + (1-x§). 51.1
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Poglejmo si 3e tole: smiselno je re&i, da ima pri nekem Stevi-
1lu zq funkeija najveéjo vrednost (maksimum), &ée ima v vseh bliZ-
njih to¢kah manjSo vrednost. Podobno lahko definiramo minimum
funkcije. Tako ima funkecija na sl.3 maksimum v tockah z, in Ty
minimum pa v to&ki Ty To¢kam obeh vrst pravimo s skupno besedo
lokalni ekstremi funkeije. Iz slike pa lahko kaj hitro razberemo
tole resnico: v to&kah, kjer ima funkcija ekstrem, so tangente vo-
doravne! To pa pomeni, da je v teh to&kah naklon tangente na kri-
vuljo enak 0.

Funkecija na sl1.2 ima o&itno minimum pri z=0 in res je tangenta
v toéki 0, kakor smo Ze izradunali, y=1, torej vodoravna!

3. Fermatov princip

Fermat pa se ni ukvarjal samo z matematikc, ampak je véasih
posvetil svoj &as tudi nekaterim fizikalnim problemom. Med nje-
gova najpomembnejSa odkritja s tega podro¢ja 3tejemo danes nje-
govo trditev o Sirjenju svetlobe v optiki. To je znameniti Fer-
matov prineip, ki pravi, da se svetloba 3iri po taki poti, za ka-
tero porabi najmanj casa. Fermatov sodobnik Descartes je ta prin-
cip v svojih pismih Zolé&no napadal in poskusal pri tem mirnega
Fermata celo Zaliti. Descartes je namreé v zvezi s Sirjenjem svet-
lobe zagovarjal svoje lomne in odbojne zakone, ki so sicer pravil-
ni, ni pa sprevidel, da Fermat vidi dlje, saj so Descartesovi za-
koni samo ena izmed posledic Fermatovega principa.

Prej%nje razmisljanje o tangentah nas je dovol]j podkovalo, da
bomo znali to razumeti!

§1.2 S1.3



S1.u4 51.85

Na sl.4 naj pomeni os x mejo med dvema optiénima srédstvoma.
Recimo, da je nad osjo = zrak, pod njo pa voda. V sredstvu, ki
lezi nad osjo z, naj ima svetloba hitrost 91, v tistem pod osjo

pa hitrost v V to&ki A(0,a) priZgemo svetilko, enega izmed Zar-

kov, ki jih gvetilka poilja na vse strani, prestrefemo v tocki
Ble,-b).

Vprasamo se, kako je svetlobni Zarek, ki smo ga prestregli,
potoval do nas? Denimo, da je na mejo med sredstvoma, torej na
os x, zadel Zarek v toéki T(x,0). Po Fermatovem principu je od
toéke A do toéke T potoval tako, da je za pot porabil najmanj &a-
sa. Na tej poti je ves &as potoval z enako hitrostjo in zato iz-
bral najkraj%o pot med obema todkama, to je daljico AT. Od toéke
T do to¢ke B pa je prav tako potoval po daljici TB. Iz fizike ve-
mo, da je pot, ki jo naredimo v &asu t, &e se gibljemo z enakomer-
no hitrostjo v, enaka v+t; ¢e zdaj upo3tevamo Se Pitagorov izrek,
dobimo, da je &as, ki ga je svetlobni Zarek porabil za pot od toé&-
ke A do tocke T

. Y AT
Lo

1A

in &éas za pot od todke T do tocke B

¢, = 2L = 2 /eyTeET
2 2

Ce torej izberemo z in s tem todko T, bomo lahko izradunali &as,

ki bi ga Zarek porabil, &e bi tudi on "izbral" isto tolko T za

pot od A do B! Celotni &as za to pot t=t,tt, je tore] Se odvisen

od izbire z, to je funkecija spremenljivke z! Na s1.5 je narisana

12



ta funkecija.

Po Fermatovem principu mora biti to&ka T izbrana take, da bo
¢as za pot od A do B izmed vseh moZnih najmanjsi! Toéka T mora
biti torej izbrana tako, da bo funkeija t(xz) imela v tej todki
ekstrem, kar pomeni, da bo naklon tangente na funkecijo v tej toé&-

ki enak 0. Naklon sekante na krivuljo je:
1j1 1 1 1
TR Tiaz - —=/zi+q? o n . —RYEAEE = = o= ) bE
ks h[vl/(x0+h) +a? v{:0+a + vszc z, h)2+b v, ez, +b ]
Po kratkem radunu dobimo:

3 S 2z0 + k iy ook
v

vy V{zo+h)2+a? +/zg+a?

2 -2(e-zp) + h
2 Vle-xzo-h)2+b2+/(c-xq)2+b2

pri tem smo po dva in dva ¢&lena zdruZili na skupni imenovalec in
na znani nac¢in spravili korene iz 3Stevca v imenovalec. Naklon tan-
gente dobimo pri k=0

sk g =T = & 8 Tl
e v v

. 1 Jrz+ai 2 e=xqg )2+

Povrnimo se k sliki 4, tu smo vrisali kota a in R. 0O&itno je

sin @ = —&— in sin g = —&— % |
T<+a Vie-z)2+b2
zato je
e, = sina _ sinB
t vy v,
in iz pogoja k, =0 dobimo
sina _ fl ’
sing v

To pa je ravno Descartesov lomni zakon! Svetlobni Zarek, ki smo
ga prestregli v toZki B, je potoval tako, da je bil na meji med
obema optiénima sredstvima izpolnjen ta zakon!

4. Teorija Stevil in poslednji izrek

Za konec naj navedem 3e dva Fermatova problema iz teorije &Ste-
vil. Najprej moram omeniti znameniti Fermatov izrek, ki ga je ka-
kih 20 let po Fermatovi smrti prvi dokazal nems$ki matematik in
filozof Gottfried Wilhelm Leibniz. Njegova vsebina je kaj prepro-
sta: Pri poljubnem naravnem 3tevilu n in pradtevilu p je dtevilo

M(n,p) = nP - n

deljivo s p!



Da bi se prepric¢ali ‘o pravilnosti te trditve, si oglejmo neka-
tere primere. Tako je npr. M(n,2) = nlen = n{n-1). Ce je n deljiv
z 2, tedaj je oitno tudi M(n,2) deljiv z 2, ¢e pa n ni deljiv z
2, tedaj je n-1 prav gotovo deljiv z 2 in spet je M(n,2) deljiv
z 2. S podobnim premislekom se prepricamo, da velja Fermatov iz-
rek v naslednjih primerih:

3

M(n,3) = n"-n = n(n-1)(n+1)

N(n,5) = no=n = n(n-1)(n+1)(n-2)(n+1) + 5(n -n)

M(n,7) = n'-n = n(n=-1)(n+1)(n-2) (n+2) (n=3) (n+3) + T(n-n)(2n2-5).

Ta izrek sodi, kot sem Ze omenil, v posebno vejo matematike,
imenovano teorija 3tevil, ki se ukvarja predvsem z naravnimi in
celimi Stevili. Zadetki te matematiéne teorije segajo 3e v stari
vek, saj je Ze starogr3ki matematik Diofant iz Aleksandrije za-
stavljal in reSeval probleme, ki sodijo v to vejo. Fermat je imel
v svoji knjiZnici tudi neko izdajo Diofantove matematike iz leta
1621, ki jo je vneto prebiral in v&asih tudi zapisoval vanjo na
robove svoje ideje. In prav na robu te knjige so nasli trditev,
ki se je glasila nekako tako: (e je n poljubno naravno ¥tevilo,
vedje kot 2, potem ne obstajajo nobena taka cela 3tevila z, y in
z, da bi bila izpolnjena enadba

n n n
x +y =z !

Ob tej trditvi je Fermat zapisal v isto knjigo, da pozna
&udovit dokaz za to, da pa je na robu knjige premalo prostora,
da bi lahko dokaz zapisal. S tem je Fermat zastavil matematiéne-
mu svetu uganko, ki je doslej ni 3e nihée razre3il. Najve&ji ma-
tematiki sveta so se ukvarjali s tem "poslednjim izrekom", toda
nih&e ga doslej ni znal niti dokazati, niti ovreé&i!

Jasno je, da pri n=2 celosStevilske reSitve zgornje enacbe ob-
stajajo! Reditve so tedaj npr. z=3, y=4, 3=5; z=5, y=12, z=13;
r=7, y=24, =2=25; x=8, y=15, z=17; itd., nove reditve pa dobimo iz
teh, %e vsa tri 3tevila mnoZimo z istim faktorjem. Tako so reSit-
ve tudi x=6; y=8, 25103 x2=9, y¥=12, =2=15; =2=12, y=16, s=20; itd.
Vidimo, da je re3itev kar neskonéno: Toda £e za n=3,4,5 in Se za
nekatera druga naravna Stevila n so matematiki dokazali, da zgor-
nja enatba sploh nima reditev.

To pa Se ni vse., Fermat je trdil Ze mnogo ved!

MatjaZ Omladid




