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Matematika I

P OVRŠIN E IN PROSTORNINE PRAVILNIH
POLlEDROV

Opravilnih poliedrih je bilo v Preseku že mnogo napisanega . Ponovimo:
Pravilni polieder je t ako konveksno geometrijsko t elo, ki izpolnjuje pogoj a:

1. omejeno je s samimi med seboj skladnimi pravilnimi večkotniki;

2. v vsakem oglišču se stika enako število teh večkotnikov.

V zvezi s tem je zanimivo poudariti, da je pravilnih večkotnikov,

do podobnosti natančno, nešteto mnogo (enakostranični trikotnik, kva­
drat , pravilni petkotnik, . .. ) , pravilnih poliedrov pa je le pet , seved a
do podobnosti natančno. Imen a so dobili glede na število svojih mejnih
ploskev: pravilni t etraed er (četverec) , pravilni heks aeder (šesterec, kocka) ,
pravilni oktaeder (osme rec ) , pravilni dodekaeder (dvanaj sterec) in pravilni
ikozaeder (dvajseterec) . Da je pravilnih poliedrov le pet , je znano že iz
antičnih časov . Videli bomo, da je obravn ava slednjih dveh kar zapletena
reč , zato ni čudno, da o njiju ni veliko napisanega v učbenikih .

Na tem mestu se ne bomo spuščali v dokazovanj e, zakaj je pravilnih
poliedrov samo pet , kajti tokrat je naš cilj , da izrazimo površino P ,
prostornino V , polmer včrtane krogle r , polmer očrtane krogle R in kot
{) med sosednjima stranskima ploskvama z dol žino roba a, seveda za vsak
pravilni polieder posebej. Mimogrede pa bomo spoznali še kaj , kar utegne
biti zanimivo in koristno. Za sosednji bomo im eli mejni ploskvi t elesa , če

imat a skupen rob . Kot {) imenujemo tudi diedrski kot pravilnega poliedra.
Število oglišč obravnavanega pravilnega poliedra naj bo v , število

robov e in število mejnih ploskev f . Ta tri št evil a niso neodvisna, povezuj e
jih namreč Eulerj eva poliedrska formula v - e + f = 2.

Nad alje naj šte vilo p označuj e , koliko oglišč ima mejna ploskev, število
q pa, koliko robov se st ika v vsakem oglišču pravilnega poliedra . Navedena
šte vila so zbrana v preglednici.

V sak pravilni p olieder ima še d odatno zanimivost . Središča nj ego­
vih mejnih ploskev določajo pravilni polieder, in sicer pravilni tetraeder
da pravilni t etraed er , pravilni heksaeder (kocka) da pravilni oktaeder,
pravi lni oktaeder da kocko , pravilni dodekaeder da pravilni ikozaeder , in
obratno, pravilni ikozaed er da na t a način pravilni dodekaed er. Pravimo,
da im a vsak prav ilni polieder za dualno telo tudi pravilni polieder ­
pravilni t etraed er je dualen sam sebi ; dualna sta si kocka in pravilni
oktaeder ter praviln i dodekaeder in pravilni ikozaeder.
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pravi lni =tetraeder 4 6 4 3 3
heksaeder 8 12 6 4 3
oktaeder 6 12 8 3 4

dodekaeder 20 30 12 5 3
ikozaeder 12 30 20 3 5

(1)

Izkaže se, da se iskane količine P , V , r , R in {) izražajo s številoma
p in q ter robom a, toda razmeroma zapleteno. Brez težav najdemo
povezavo med S, V in r . Pravilni polieder namreč lahko raz režemo na
f skladnih pravilnih piramid, ki imajo skupni vrh v po liedrovem središču

in za osnovno ploskev po liedrove mejne ploskve. Osnovna ploskev take
piramide im a ploščino S /fin višino r . Zato je njena prostornina enaka
(1/3) . (S/ f) . r , prostornina obravnavanega po liedra pa V = f· (1/3) .
. (S/ f) . r = (1/3)Sr . Torej velja za vsak pravilni po lieder formula

1
V = - S r.

3

. >:....

1. Pravilni tetraeder včrtajmo

kocki tako, kot kaže slika 1. Njegovi
robovi so enaki šest im paroma ne­
vzporednim mimobežnim ploskovnim
diagon alam kocke. Rob kocke b se
izraža z rob om tetraed ra a po for­
muli: b = a/"fi. Površina tetraed ra
je seveda S = 4 . a2 y13/ 4 = a2 y13.
Prostornino pravi lnega tetraedra lahko
dobimo tako, da od prostornine kocke

z robom b odšteje mo prost ornine štir ih Slika 1. Kocka in praviln i tetraeder.
piramid, ki imajo za osnovno ploskev
po lovico mejne ploskve kocke in za
višino rob kocke:

3 1 b2
3 2 3 1 3 1 a3 "fi 3

V = b - 4 · - · - · b = b -- · b = - · b = - ·-=- a .
3 2 3 3 3 2"fi 12

Po lmer očrtane krogle R je očitno enak polovici telesn e diagonale kocke:

1 1 a J6
R = - . bV3 = - . - . v3 = - a .

2 2 "fi 4
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Polm er r pa dobimo iz formule (1)

v'6
r =3V/S = -a .

12

Kot med sosednj ima stranskima ploskvama {) dob imo iz pravokotnega
t rikotnika, ki ima za hipotenuzo višino enakostraničnega t rikot nika s st ra­
nica a, za kat et i pa polmer takemu t rikot niku včrtanega kroga in višino
tetraedra. Kot {) leži nasprot i te lesni viš ini tetraedra. Tako imamo cas {) =
= 1/ 3, iz česar sled i približek {) == 700 31' 44 ". Združim o vse rez ultate za
pravilni t etraeder :

v'3 2 v2 3 v'6 v'6 1
S = 3 a , V = 12 a , r = 12 a , R = 4 a, cas {) = :3 .

2. Pravilni h eksa eder ali kocka z robom a nam ne dela t ežav:

S = 6 a2 V = a3 r = ~ a R = )3 a , {) = 900
., ' 2 ' 2
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Slika 2. Ko cka in pravi lni oktaede r kot dual na po lied ra.

3 . P ravilni ok taeder im a površino , ki je enaka S-kratni ploščini

enakostraničnega t rikotnika s st ranica a, torej S = S . a2)3/4 = 2)3 a2 .

Ker je praviln i oktaed er dvojna prav ilna kvadrat na piramida , dob imo V =
= 2·(1/3) ·a2 ·(aV2/2) = (V2/3) a3 . Polmer očrtane krogle je enak po lovici
diagonale kvadrata s stranica a, to rej R = aV2/2. Polmer včrtane kr ogle
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pa lahko dobimo iz formul e (1) r = 3V/S = aV6/6. Brez težav dobimo
tudi kot {} med dvema sosednjima mejnima ploskvama:

cos ({}/ 2) = 1/ V3 .

Po formuli 2 cos2 ({) / 2) = 1 +~s {} pridemo še do enačbe cos {} = -1/3, iz
katere izračunamo približek {} ~ 109° 28' 16". Zbrani rezultati so:

v'2 v6 v'2 1
S = 2V3 a2

, V = :3 a3
, r = (3 a , R = 2 a, cos {} = -"3 .

4. Pravilni ikozaeder je nekoliko bolj zahteven za obravn avo. Tu
bomo up orabili koordinatno met odo, pri kateri nam bo pomagal zlati
pr avokotnik, o katerem smo v P reseku tudi že pisali. Zlati pravokotnik
ima st ranici v razmerju zlatega št evila <jJ = (1 + "f5)/2, ki je pozitivna
rešitev enačbe <jJ2 = 1 + <jJ . Vzemimo tri skladne zlat e pravokotnike z
daljšo st ranico <jJ a in kraj šo a, jih med seboj prebodimo te r vpeljimo
pravokotni koordinat ni sist em Oxyz t ako , kot kaže slika 3. Če gledamo iz
zelo oddaljene točke na poziti vni polovici osi x , vidimo oglišča

iz zelo odda ljene točke na pozitivni polovici osi y vidimo oglišča

in iz zelo oddaljene točke na poziti vni polovici osi z oglišča

Vidimo to rej , da so vsa oglišča, glede na koordinate, oblike:

Število točk vsake vrste je 4, skupaj 12. Ni tež ko ugotovi ti, da naštete toč­

ke sest avljajo oglišča pravilnega ikozaedra z robom a. Njegovih dvaj set
mejnih ploskev sestavljajo enakostranični t rikot niki. Naštejmo tistih pet ,
ki imajo skupno oglišče Ax: AxDyA y, AxAyAz, AxA zDx, AxDxBz, AxBzDy.
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Slika 3. Parom a pravokotni zla ti pravokotniki.
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Slika 4. Pravilni ikoz aeder.

Da je na primer t rikotnik z oglišči AxDyAy enakostraničen s stranico a,
preverimo neposredno:

2

IA xDy l
2 = IA yAx l

2 = : (1 + ep2 + (ep - 1)2) = a2 = IDyA y l
2 .

Središče (= težišče) t ega trikotnika je v točki

1 a a 1 epa 1 a epa epa
A(-(O-- + -) -(-+0+0) - (- + - + - )).

3 2 2 '32 '32 2 2

Po poenostavljanju dob imo

A(O epa (1+2ep)a) .
, 6 ' 6

Sedaj lahko že izračunamo polmera r in R za pravilni ikozaed er. Najprej
velja

r = IGAl = ~jep2 + (1 + 2ep)2 = ~j6 + 9ep.
6 6

N a zadnje dobimo

Še laže izračunamo R :
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Ker je očitno S = 20 · (a2v'3/4) = 5a2v'3, dobimo po formuli (1)

1 5a3 5a3

V = 3Sr = 3"603(303+ V15) = 1"2(3 + VS).

Bralec, ki je vešč vekt orskega računa , bo morda prost ornino izračunal

še kako drugače , np r. kot dvajsetkratno prostornino tetraedra DA xDyA y:

o </J 1
V = 20· ~ (OA CiJJ DA ) = 10 . (~) 3 - 1 O ~ = 5a

3
. (2 ~2) .6 x , y , y 3 2 '+' 12 '+'

1 O </J

Nazadnje bo dobil enak rezultat .
Da bi izračunali kot med sosednj ima mejn ima ploskvam a , poiščemo

.še središče B t rikot nika A xAyAz. Dobimo

B( (l + </J)a (l+ </J) a (l+ </J) a ) .
6 ' 6 ' 6

Iskani kot 1J je suplementaren kot u 1J ' med vektorj ema DA in DB oz. kotu
med vektorjema a= (O, </J, 1 + 2</J) in lJ = (1 + </J , 1 + </J, 1 + </J ), ki smo ju
dobi li iz DA in DB s krajšanjem s faktorjem a/ 6. Torej velja

. Q ' _ a· lJ _ 4 + 7</J _ 2</J - 1 _ J5coSv ---~- - --- -- - -.

lal· Ibl 6 + 9</J 3 3

Tako smo dobili cos 1J = - J5/ 3 in približek 1J ~ 1380 11' 23" .
Zberimo rezultate za prav ilni ikozaeder:

S = 503 a2
, V = ~(3 + VS) a3

,

1 lV J5r = -(3v'3 + V15 ) a , R = - 10 +2vSa , cos 1J =--3 .
12 4

5. Pravilni dodekaeder bomo obravnavali kot du al pravilnega
ikozaedra. S pridom bomo up orabili rezultate, dobljene pri ikozaedru .
Središča tistih pet ih mejnih ploskev pravilnega ikozaedra, ki imajo skupno
oglišče , npr. A x , so oglišča prav ilnega petkotnika s stranico lA B I, za katero
velja
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D x
Slika 5. Nastanek pravi lnega d od ekaedra.
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Slika 6. P ravil ni dodekaeder.

Torej je lAB I= cj;a/3. Da dobimo praviln i dod ekaeder z robom a, moramo
torej vse koordinate oglišč pravilnega ikozae dra in iz njega dobljenih oglišč

dualnega polied ra pomnožiti s faktorjem 3/c/J. Tako bi dobili koordi nate
vseh dvaj setih oglišč pravilnega dodekaed ra , npr .

A( ~ . cj;a ~ . (1+ 2cj;)a ) B(~ .( l +cj;) a ~. ( l+cj;) a ~ .( l+cj;) a)
O, cj; 6 ' cj; 6 ' cj; 6 ' cj; 6 ' cj; 6 .

Pod obno se izražajo koordinate točk C, D in E. Namenoma smo iz­
brali vsa oglišča ist e mejn e ploskve, to je praviln ega petkotnika ABCDE.
Ko koordinate poenostavimo, dobimo:

A( 5: (1 + cj;) a) B(cj;a cj;a cj;a ) C(5: (1 + cj;)a )
O, 2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 2 , O,

D(- 5: (1+ cj;)a ) E (- cj;a cj;a cj;a)
2 ' 2 , O, 2 ' 2 '2 .

Iz oglišč praviln ega ikozaed ra lahko ugot ovimo, da so vse koordi nate oglišč

pravilnega dodekaed ra oblike:

(O ±5: ± (1 + cj; )a) (± (1 + cj; )a O ±5: )
, 2' 2 ' 2' , 2 '

(± 5: ±(l +cj; )a O) (± cj;a ±cj;a ± cj;a ) .
2 ' 2 " 2' 2 ' 2

Število točk prve, druge in tretj e vrst e je po 4, točk četrte vrst e pa je 8,
skupaj res dvaj set .
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Polmer R sed aj zlahka izračunamo:

R = IGAl = ~ j1 + (1 + 4» 2 = ~j31;2 = ~J34> = ~ (J3 + V%) .

Prav tako ni težko izračunati kota {J med sosednjima mejnima ploskvama
pravilnega dod ekaedra. Ta kot je suplementaren kotu {J', ki ga npr.
oklepata vektorja GAy in GBy v pr avilnem ikozaedru . To je kot, ki

ga oklepata vektorj a a= (1, O, 4» in IJ = (1, O, -4» oz. diagonali zlatega
pravoko tnika. Račun poteka takole:

, a.IJ 1 - 4>2 4> 24> - 1 J5
cos f = --~ = - - = -- = - - = -.

lal · Ibl 1 + 4>2 2 + 4> 5 5

Tako smo dobili cos č = - J5/ 5 in približek {J ~ 116° 33' 54" .
Središče pravilnega petkotnika ABCDE je v točki Q s koordinatami

(O (3 +44»a (1+34» a )
, 10 ' 10 '

od koder dobimo

T = IGQI= ~j(3 + 44» 2 + (1 + 34>)2 = ~V250 + 110V5 .
10 20

Polmer (2 včrtanega kroga mejne ploskve izračunamo z dvakratno
uporabo Pitagorovega izreka :

2 _ R2 _ 2 _ a2
_ (25 + 10J5)a2

(2 - T 4 - 100 '

torej je

(2 = 1aoV25 +1OV5.

Pov ršina pravilnega dodekaedra je zato

Prostornino dob imo po formu li (1)

v = ~ST = a
3

V 25 + 1OV5 . V 250 + 110V5 = a
3

V 470 + 21OV5 .
3 20 4



Tako sma imahnali me pmmnbne koliEine pri pravilnih poliedrih z po- 
bom a. Morda bi se d& mambj opraviti l & ~  drug& in entmhmeje. 
Pashitel 

Mmko Rmpet 




