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TRIKOTNIK, ENAKOOSNA HIPERBOLA IN
BERNOULLIJEVA LEMNISKATA

MARKO IN NADA RAZPET
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V prispevku obravnavamo geometrijsko konstrukcijo trikotnika ABC' z dano osnovnico
AB, razliko a — 8 kotov ob osnovnici in premico, na kateri je oglis¢e C. Naloga je
posplositev tiste, ki jo je Josipu Plemlju postavil leta 1891 njegov profesor matematike
Vincenc Bor§tner na ljubljanski gimnaziji.

TRIANGLE, RECTANGULAR HYPERBOLA AND LEMNISCATE OF
BERNOULLI

In this contribution we discuss a geometric construction of a triangle ABC when its
base AB, difference @ — 8 between the angles at this base, and a straight line on which
the vertex C'is located are given. The problem is a generalization of one posed in the year
1891 to Josip Plemelj by his mathematics teacher Vincenc Borstner in secondary school
in Ljubljana.

Uvod

Znano je (ve¢ v [4, 5]), da je dal prof. Vincenc Borstner (1843-1917) na
ljubljanski drzavni gimnaziji leta 1891 petoSolcem, med katerimi je bil tudi
Josip Plemelj (1873-1967), iz neke, nam Se vedno neznane zbirke, naslednjo
konstrukcijsko nalogo.

Naloga (A).

Konstruirati je treba trikotnik z znano stranico ¢, razliko kotove = a—3 > 0
ob njej in visino w,.

Vse konstrukcije naj se opravijo z neoznacenim ravnilom in Sestilom.
Vemo, da se nalogo (A) da resiti na ve¢ nacinov. Plemelj jo je najprej resil
z racunom, nato pa nasel geometrijsko konstrukcijo. V iskanju neznane
zbirke naletimo dvakrat na isto nalogo v obseznem delu [2], kjer avtorja
pri konstrukciji uporabita izrek o potenci tocke glede na kroznico oziroma
metodo dopolnitve trikotnika v enakokraki trapez, tako kot je opisano v
[1]. Nobena od teh moznosti ni tista, ki naj bi bila v Borstnerjevi zbirki
in je obrazlozena v [4, 5]. V nadaljevanju iskanja neznane zbirke najdemo
vigjesolski u¢benik [3] iz leta 1855, v katerem je na strani 185 splosnejsa
naloga, kot je BorStnerjeva.
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Naloga (B).

Konstruirati je treba trikotnik ABC' z znano stranico ¢ = |AB], razliko
kotov ¢ = a — B > 0 ob njej, pri tem pa mora oglis¢e C lezati na dani
premici p.

Predpostavili bomo, da je trikotnik ABC standardno oznacen, pri ¢emer
je 0 < e < 7. Koti a, 8 in v so notranji trikotnikovi koti. Ce je p vzporedna
s stranico AB, potem iz (B) dobimo Borstnerjevo nalogo (A). V nalogi (B)
sta dani oglis¢i A in B, ki dolo¢ata stranico z dolzino ¢ trikotnika ABC.
Kajti le tako je tedaj smiselno podati premico, ki vsebuje tretje oglisce.

Analiti¢éna reSitev

Najprej bomo nalogo (B) resili analiti¢no, podobno kot je to narejeno v [6].
V pravokotnem kartezi¢nem koordinatnem sistemu Oxy naj bosta oglisci
trikotnika A(—f,0) in B(f,0), pri ¢emer je f = ¢/2 = |AB|/2. Oglisce C
naj ima pozitivno ordinato, da bo trikotnik ABC' pravilno oznacen (slika
1). Ce izberemo kot «, potem mora biti kot 8 enak o —e. Premica skozi A,
nosilka stranice b, in premica skozi B, nosilka stranice a iskanega trikotnika,
imata enacbi

y=(r+ fltga, y=—(x— f)tg(a—e). (1)

Njuno presecisce je tocka C(zc,yc), tretje oglisce iskanega trikotnika. Ko
resimo sistem enacb (1) in dobljena izraza poenostavimo, dobimo:

sine COS € + cosy
: Yyo=J ———_ -

(2)

ro = — : :
siny’ sin 7y

7 nekoliko daljsim, pa ne tezkim racunom, najdemo zvezo
:L% — y% — 2zcyc cote — f2 =0,
kar pomeni, da oglis¢e C lezi na stoznici, ki ima enacbo
22 —y? — 2zycote — f2 = 0. (3)

V skladu z nalogo je oglis¢e C' lahko le na tistem njenem delu, kjer je z < 0
iny>0. Kerjee=a—-p<a+p=mr—1, sledi Se omejitev 0 < v < 7m—e.
Parametriéni enacbi te krivulje sta po (2) = —fsine/sint, y = f(cose+
cost)/sint, 0 <t < m —e.

Mesani ¢len —2zycote = 2xytg(e — m/2) pove (glej na primer [7]),
da je stoznica v koordinatnem sistemu Oxy zasukana okoli O za kot 9 =

42 Obzornik mat. fiz. 66 (2019) 2



Trikotnik, enakoosna hiperbola in Bernoullijeva lemniskata

e/2 — /4. Zae = 7/2 preide (3) v 22 — y? = f2, kar je enacba enakoosne
hiperbole. Spoznali bomo, da enacba (3) za vsak € med 0 in 7 predstavlja
enakoosno hiperbolo v koordinatnem sistemu Oxy, zasukano okoli O za kot
v=¢/2—m7/4

Ponovimo najosnovnejse o hiperboli. Enacba splosne hiperbole v kanon-
ski obliki je 22/a® — 4?/b? = 1. Pri tem je a realna polos, b pa imaginarna
polos hiperbole. Tocki E(—a,0) in F(a,0) sta temeni hiperbole. Premici, ki
sta zajeti v enachi 22/a? — y?/b% = 0, sta asimptoti hiperbole. Za a = b do-
bimo enakoosno hiperbolo 2> — y? = a®. Razdalja e = Va2 + b2 je linearna
ekscentri¢nost hiperbole. Gorisci hiperbole sta tocki Gi(—e,0) in Ga(e, 0).
Enakoosna hiperbola x? — y? = a? ima goriséi G1(—av/2,0) in Ga(av/2,0).

Ker obstaja realen razcep

2 2 9 g
x° —y® —2xycote = <y+xCOt 5) (:L'tg§ —y>7

je stoznica (3) res hiperbola, njeni asimptoti a; in ag pa sta premici y =
xtg(e/2) in y = —x cot(e/2), ki sta ocitno med seboj pravokotni, kar samo
potrjuje dejstvo, da je hiperbola (3) enakoosna, saj ima samo taka hiperbola
med seboj pravokotni asimptoti. Asimptota a; oklepa z osjo z kot &/2,
asimptota ag pa kot €/2 + /2.

Slika 1. Trikotnik in hiperbola.

Hiperbola (3) poteka skozi tocki A in B. Z njima in razliko kotov &
je natancno dolo¢ena. Oznacimo jo s H(A, B,e). Tocki E in F hiperbole
H(A, B,¢), ki sta sredis¢u O najblizji, sta temeni hiperbole. Pois¢imo ju
hkrati z dolzino realne polosi |OE| = |OF| hiperbole z metodami linearne
algebre. Kvadratni formi 22 —2xy cot e —y?, ki definira hiperbolo H(A, B, ¢),
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pripada simetri¢na matrika

1 —cote
M =
—cote -1 ’

ki ima karakteristi¢no enacbo

1
(1=X)(=1—=X\) —cot?e =\ — — 57— =0.
sin” e
Lastni vrednosti matrike M sta A\; = 1/sine in Ay = —1/sine. Lastni

vrednosti Ay < 0 pripada lastni vektor v, ki definira smer Oy’ premice, ki
hiperbole ne seka. Lastni vrednosti A\; > 0 pa pripada lastni vektor o7 s
koordinatama u in v, ki zados¢ata enacbi (1 — \j)u — vcote = 0, iz katere
dobimo

v 1—XM\ sine—1
u cote cose

Z uvedbo kota ¥ = £/2 — 7/4 zapiSemo dobljeni rezultat v enostavnejsi
obliki: v/u = tgd. Lastni vektor v} definira smer Oz’ premice y = x tg 1,
ki hiperbolo seka v temenih E in F. V koordinatnem sistemu Oz’y’ ima
hiperbola enacbo A1z + A\oy? = (22 — y?)/sine = f2, iz katere lahko iz-
razimo dolzino realne polosi hiperbole H (A, B,¢): |OE| = |OF| = f/sine.
Temeni F in F' imata polarna radija

Q:f@:f\/m:f\/cos%?.

Temeni E in F' hiperbole s spreminjanjem kota € potujeta po Bernoullijevi
lemniskati, ki ima v polarnih koordinatah ena¢bo r = f+/cos 2y, v pravoko-
tnih kartezi¢nih koordinatah pa (2% + y?)? = f2(2? — ¢?).

Goriséi G in G hiperbole H(A, B, ¢) tudi lezita na premici y = z tg v,
njuna polarna radija pa sta fv/2cos 29, kar pomeni, da se pri spreminjanju
kota ¢ tudi gibljeta po Bernoullijevi lemniskati, ki ima v polarnih koordina-
tah enacbo r = f1/2cos2¢.

Enakoosna hiperbola ima lastnost, da vsak trikotnik ABC, ki ima za
stranico AB premer hiperbole, oglisée C' pa drsi po eni od vej hiperbole,
ohranja razliko kotov ob AB. Premer hiperbole je vsaka tetiva skozi sredisce
hiperbole. Za dokaz potrebujemo najprej trditev 1.

Trditev 1. Ce neka premica preseka hiperbolo v tockah A in B, njeni
asimptoti pa v tockah E in F, potem imata tetiva AB in daljica EF isto
razpolovisée S. Razpoloviséa med seboj vzporednih tetiv leZijo na skupni
premici.
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Slika 3. Ce premica preseka hiperbolo in njeni asimptoti, velja |AE| = |BF|.

Dokaz. Vzemimo hiperbolo 22/a? — y?/b* = 1 (slika 3). Njeni asimptoti
zapisemo z razcepno enacbo z2/a? — 32/b* = 0. Ce je poljubna premica, ki
seka hiperbolo in asimptoti, navpi¢na, imata tetiva AB in daljica EFF oc¢itno
skupno razpolovisce, ki lezi na abscisni osi. S tem je za ta primer potrjen
tudi zadnji del trditve.

V preostalih primerih pa naj ima premica enac¢bo y = kx + n. Za
abscisi presecis¢ vsake take premice s hiperbolo dobimo kvadratno enac¢bo
oblike 2 + px + g, = 0, za abscisi presecisé z asimptotama pa enacbo
oblike 22 + pz + g, = 0. Po Vietovem pravilu je v obeh primerih polovi¢na
vsota abscis presecisé enaka xg = —p/2 = a?kn/(b® — a?k?), polovicna vsota
ustreznih ordinat pa yo = kxo+n = b?n/(b*—a?k?). S tem imamo koordinati
tocke S. Sredisca vseh med seboj vzporednih tetiv hiperbole z naklonom &
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lezijo na isti premici, ki ima enacbo a?ky = b?z. Na sliki 3 tetiva povezuje
obe veji hiperbole. Trditev pa velja tudi za tetive posamezne veje. n

Ocitna posledica trditve sta enakosti |AE| = |BF| in |AF| = |BE|.

Trditev 2. V trikotniku, ki ima za stranico AB katerikoli izbrani premer
enakoosne hiperbole, oglisée C' pa lezi na tej hiperboli, ostane razlika kotov ob
stranici AB stalna pri spreminjangu C, e je pri tem C na isti veji hiperbole,
trikotnik ABC' pa ne menja svoje orientacije.

Slika 4. Trikotnik, ki ima za stranico premer enakoosne hiperbole.

Dokaz. Koordinatno izhodisée O razpolavlja premer AB hiperbole, tocka
S pa njeno tetivo C'B, pa tudi daljico FF med asimptotama, ki se sekata
pravokotno (slika 4). Zato je trikotnik OF E pravokoten, trikotnika EOS
in OF'S pa enakokraka. Trikotnika ABC in OBS sta si podobna, ker se
ujemata v kotu S in v razmerju stranic, ki ga oklepata. Zato sta stranici AC
in OS vzporedni. Naj bo ¢ kot med daljicama OB in OF. Ce upostevamo
relacije med koti v trikotnikih OBS in OBF, dobimo: a — (7/2—9) =& in
m—(m/2+0) — B =¢&. Iz obeh sledi a — = 2¢, neodvisno od C. n

V posebnem primeru, ko je tetiva AB realna os hiperbole 2% — 3% = a2,
je{=7/4ins tem a— f=m/2.

Zaceli smo z nalogo (B) in prisli do enakoosne hiperbole. Lahko pa
zaénemo z enakoosno hiperbolo z? — y? = f?sine in naértamo njen premer
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AB, ki oklepa z njeno realno osjo kot /4 — /2. Ta premer ima dolzino
2f = ¢. Ce izberemo na levi veji hiperbole tocko C' s pozitivno ordinato, je
razlika kotov trikotnika ABC ob osnovnici AB enaka ¢ po trditvi 2. Presek
C pozitivnega dela leve veje take hiperbole s premico p doloca trikotnik
ABC, ki je resitev naloge (B).

Ce izberemo tocko C na desni veji hiperbole, dobimo trikotnik, v katerem
jef>ainf—a=m—¢.

Nalogo (B) lahko Se posplosimo, ¢e zahtevamo, da je oglisée C' na po-
ljubni dani krivulji C namesto na premici. Tedaj konstruiramo za znano
stranico AB in znano razliko kotov ¢ hiperbolo H(A, B,¢), oglisée C je
potem, glede na to, kako je trikotnik ABC' oznacen, in glede na to, da je
0 < e < 7, presek pozitivnega dela leve veje te hiperbole s krivuljo C. Rege-
vanje problemov z metodo presekov stoznic in drugih krivulj ni ni¢ novega.
Ze nekateri antiéni matematiki so jo uporabljali pri problemu podvojitve
kocke in razdelitve kota na tri enake dele.

Na zalost pa stoznice, razen kroznice, niso pravi konstrukecijski elementi,
ker konstrukcije ne potekajo samo z neoznacenim ravnilom in Sestilom, zato
bomo le za primer, ko je C premica p, pokazali pravilno konstrukcijo. Je pa
nedvomno Ze solidna skica hiperbole H(A, B, €) uporabna, ker nam hitro da
grobo informacijo o obstoju in stevilu resitev. Ce premica p preseka dvakrat
pozitivni del leve veje hiperbole, obstajata dve resitvi naloge. Ce jo preseka
enkrat ali pa se je dotika, je resitev ena sama. Sicer pa naloga nima resitve.

Geometrijske konstrukcije

Oglisée C(xz¢,yc) iskanega trikotnika naj lezi na premici p, ki naj ima
enacbo v normalni obliki: xcosy 4+ ysing = d. Pri tem pomeni ¢ ori-
entirani kot, ki ga pravokotnica dolzine d > 0 iz O na to premico oklepa
z osjo x. Ce pa je d=0, vzamemo za ¢ naklonski kot premice, povecan za
/2. Pritem je 0 < ¢ < 27. V enacbo premice p vstavimo koordinati tocke
C, ki sta zapisani v (2), upostevamo f = ¢/2 in dobimo enacbo za kot ~:

2dsiny — csinpcosy = csin(p — €). (4)

Ce vzamemo d = v, in ¢ = 7/2, dobimo enacbo, ki je objavljena v [4,
5]. Podobno kot je naredil dijak Plemelj, lahko vpeljemo pomozni kot
in razdaljo m tako, da vzamemo 2d = mcospu, csinp = msiny, m =

4d? + c2sin? . Pri tem je |u| < m/2. S tem enacbo (4) lahko prepisemo
v obliko

sin(p —e) _ sin(y — u)y (5)

m &
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v kateri spoznamo, ¢e sta razliki ¢ — e in v — g med 0 in 7, sinusni izrek za
trikotnik s stranico m in njej nasproti leze¢im kotom ¢ — € ter stranico c z
njej nasproti leze¢im kotom ~ — y, ki pa ni znan. Sinusni izrek ima zaradi
lihosti sinusne funkcije smisel tudi, ali sta razliki € — ¢ in g — v med 0 in
. Lahko pa tudi katerokoli pravkar zapisano razliko kotov nadomestimo s
suplementarnim kotom. Na zalost v (5) nastopajoci koti niso vedno notranji
koti trikotnika. Lahko se zgodi troje, kar povejo tudi preseki premice p s
pozitivnim delom leve veje hiperbole H(A, B, ¢): naloga ima eno, dve ali pa
nobene resitve. To je odvisno od kotov €, ¢ in razmerja d/c.

Ena od moznosti je tudi, da v (4) izrazimo siny in cosy z /2. Ce
oznacimo T' = tg(y/2), dobimo enacbo

fcos(p —g/2)sin(e/2)T? + dT — fsin(p —/2) cos(/2) =0,  (6)

iz katere izracunamo 7 in nato . Ker je v notranji kot trikotnika in ker
mora biti 0 < v < 7w — ¢, pridejo v postev samo tiste reSitve T, za katere je
0 < T < cot(e/2). Potem iz enach o — f = ¢ in a + 8 = 7 — 7y izrazimo
a=(mr—v+¢)/2in f=(mr—v—¢)/2. S tem je trikotnik ABC dolocen.

Za d > f ima naloga eno resitev pri pogoju £/2 < ¢ < £/2 + 7.
Mejna kota sta dolo¢ena z naklonskim kotom &/2 asimptote a; hiperbole
H(A, B,e). Sicer naloga za d > f nima resitve.

Za 0 < d < f so razmere malo bolj zapletene. S proucevanjem preseciscé
premice p s hiperbolo H(A, B,¢) pridemo do ugotovitev, ki jih tukaj ne
bomo podrobno utemeljevali. Izracunati je treba kota ¢y = 7 — arccos(d/ f)
in g9 = m + arccos(d/ f), pri katerih premica p, izrazena v normalni obliki,
poteka skozi tocko A. Ocitno velja relacija o > 7/2 > /2. Ce je d <
f+/sine, vpeljemo ge kot 1 = (¢ — arcsin((d/f)?/sine))/2 + 7, za katerega
je p tangenta na pozitivni del leve veje hiperbole. Nato se pojavijo naslednje
Stiri moznosti za eksistenco resitve.

a) V primeru, ko je d < fv/sine in ¢ < 1 < p2 < £/2+ 7, ima naloga eno
reditev, e velja £/2 < o < g ali go < p < /24w Ceje 1 < p < @9, sta
reSitvi dve. V tangentnem primeru ¢ = @7 je reSitev ena sama.

b) V primeru, ko je d < fv/sine in ¢y < ¢1 < €/24 7 < 2, ima naloga eno
resitev, Ge veljae/2 < ¢ < o alie/24+m < ¢ < @o. Ceje 1 < @ < /24,
sta resitvi dve. V tangentnem primeru ¢ = ¢ je resitev ena sama.

¢) V primeru, ko je d > f+v/sine in pg < @9 < €/2 + m, ima naloga eno
reditev, ce velja £/2 < ¢ < g ali Yo < @ < e/2+m. Ceje gy < ¢ < o, sta
reSitvi dve.

d) V primeru, ko je d > fv/sine in ¢y < €/2+7 < @2, ima naloga eno resitev,
Geveljae/2 < p<ppalie/24 7 < @< Cejepy<¢<e/2+m,sta
resitvi dve.
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Za d = 0 poteka premica p skozi tocko O. Ce je njen naklonski kot
1, premica p enkrat preseka zgornji del leve veje hiperbole H (A, B,¢) za
€/2+ m/2 < ¢ < 7. Naloga ima tedaj eno resitev. Sicer za d = 0 naloga
nima resitve.

Poglejmo si poseben primer ¢ = 0. Tedaj je p premica x = d > 0
pravokotna na nosilko n stranice ¢, ki jo seka desno od njenega sredisca.
Premica p se ne seka s pozitivnim delom leve veje hiperbole H(A, B,¢) in
zato naloga nima resitve.

V primeru ¢ = 7 ima premica p enacbo x = —d < 0 in je pravokotna
na nosilko n stranice ¢, levo od njenega sredis¢a O. PreseciSte premice p
z n je tocka C’. Pri doloc¢enih pogojih, ki jih bomo navedli kasneje, ima
tedaj naloga lahko eno resitev, dve resitvi ali pa nobene. Pogoji izhajajo iz
kvadratne enacbe za neznanko y, ki jo dobimo iz ena¢be hiperbole (3), ko
vanjo vstavimo x = —d. Naloga je resljiva, Ce je vsaj en koren te kvadratne
enacCbe pozitiven.

V tem primeru konstrukcija trikotnika ABC' poteka takole (slika 5). Za
iskani trikotnik naértamo stranico AB dane dolzine ¢ in dano premico p, ki
je pravokotna na nosilko n stranice AB. Preseci§¢e premic p in n oznac¢imo
s C'. Prav tako dolo¢imo razpolovisée O stranice AB. Tocko A prezrcalimo
prek p, da dobimo tocko A’. Skozi A pod kotom & potegnemo premico g,
nacrtamo krozni lok s srediséem v B in polmerom |BA’| = 2|0C’| = 2d. Ce
je ta polmer dovolj velik, krozni lok preseka g vsaj enkrat nad n. Naj bo D
eno od teh presecisé. Simetrala s kota DBA seka premico p v tocki C, ki je
oglisce iskanega trikotnika ABC'.

Pravilnost opisane konstrukcije je treba se utemeljiti. Trikotnik ABC
dve zahtevi Ze izpolnjuje: ima za stranico c¢ daljico AB in oglis¢e C' na
premici p. Pokazati moramo Se, da je res ¢ = a — 5. V ta namem notranje
kote v trikotniku ABC vpeljemo standardno: a = <BAC, 8 = <CBA,y =
<ACB. Stirikotnik A’BDC je deltoid, ki ima za simetralo premico s. Zato
velja <CDB = <BA'C = m — a. V $tirikotniku ABDC sta zato kota « in
<CDB = 7 — a suplementarna. Ker je vsota notranjih kotov v Stirikotniku
ABDC' enaka 27, sta suplementarna tudi kota <DBA in <ACD. Zato je
stirikotnik ABDC tetivni in mu lahko o¢rtamo kroznico, za katero je AB
tetiva. Zato sta obodna kota <ACB in <ADDB enaka ~y. V trikotniku ABD
velja zveza e +25+~ = m, iz katere dobimo e = 71 —2—(r1—a—f) = a—f.
Rezultat je v soglasju s sinusnim izrekom sine/(2d) = siny/c v trikotniku
ABD, ker je |BA'| = |BD| = 2d. 1z enacbe (5) namre¢ za ¢ = m, m = 2d
in p = 0 dobimo enak rezultat.

Pripomnimo, da smo obravnavali primer, ko lezi tocka C’ levo od A.
Posebej je treba obravnavati primer, ko lezi C’ med A in O. Nazadnje pa
pridemo do enakega rezultata.
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Slika 5. Konstrukcija trikotnika za navpi¢no premico.

V trikotniku C'BD velja zveza <BCD + (7 — «) + = 7, iz katere sledi
<<BCD = a — = e. To pomeni, da iz oglis¢a C' vidimo daljici BD in
A’B pod kotom e. Ta ugotovitev omogoca Se eno konstrukcijo, ker znamo
poiskati kroznico, s katere vidimo dano daljico pod danim kotom. Presek te
kroznice s premico p je oglis¢e C' iskanega trikotnika.

Naloga ima resitev, ¢e obstaja trikotnik s stranico ¢, prileznim kotom e
in temu nasproti lezeco stranico 2d. Natanc¢neje: reSitev je ena sama, ¢e je
2d > ¢. Ce je csine < 2d < ¢, sta resitvi dve, e pa je csine = 2d, je resitev
tudi le ena. Naloga nima reSitve, ¢e je csine > 2d ali pa ¢e je C' desno od
razpolovisca O stranice AB.

Ko obstajata dve resitvi, trikotnika ABC in ABC1, sta kota v = <ACB
in 1 = <AC; B razlicna. Ker veljata sinusna izreka sine/(2d) = sinvy/c
in sine/(2d) = sin(v1)/c, ne gre drugace, kot da sta + in 71 suplementarna
kota.

Kaj pa v primeru, ko premica p ni pravokotna na nosilko n? Na podlagi
enacbe (5) se trikotnik ABC morda da konstruirati, vendar je treba upo-
Stevati veC¢ moznosti glede razlik kotov. Pomozni kot p in razdaljo m lahko
nariSemo z ravnilom in Sestilom, prav tako pomozni trikotnik, ki nam da
razliko kotov v — p. S tem in danim ¢ = o — 3 sta kota « in § dolocena.
Vendar s konstrukcijo ne moremo biti povsem zadovoljni.

Druga moznost, ki se nam ponuja in za katero dobimo navdih v Borst-
nerjevi resitvi naloge (A) v [4, 5], pa tudi v prejsnji konstrukciji, je naslednja.
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Premica p naj preseka nosilko n stranice AB v tocki D, z § pa oznacimo
ostri kot med p in n, tako kot kaze slika 6.

Skromen namig za splosno resitev naloge (B) najdemo tudi v [3], kjer
pa ni ne slike in ne natanc¢ne razlage. Tocko A prezrcalimo prek premice
p v tocko A’, nato pa konstruiramo kroznico, s katere vidimo daljico A’B
pod nekim stalnim kotom ¢ ali njemu suplementarnim kotom. Presek te
kroznice in premice p je manjkajoce oglis¢e C iskanega trikotnika. Kot & je
odvisen od ¢ in kota §. Glede na lego premice p se kot £ izraza v obliki:
¢ = +m 4+ ¢ £+ 2. Kombinatori¢no je teh primerov osem. Vendar glede na
velikosti kotov § in ¢ pridejo v postev le stirje.

1. Denimo, da je trikotnik ABC na sliki 6 levo resitev problema. Situacija
je poenostavljena, p preseka n v tocki D, ki je desno od iskanega triko-
tnika. Oglejmo si deltoid ADA'C. 1z C vidimo daljico A’B pod kotom
&. Vsota vseh notranjih kotov deltoida je 2a + v + & + 20 = 2x. Ker je
v =m —« — 3, dobimo kot £ = 7 — ¢ — 26, ki je konstanten pri danih
podatkih.

Slika 6. Obravnava trikotnikov za posevno premico v 1. in 2. primeru.

2. Oglejmo si trikotnik ABC na sliki 6 desno kot resitev problema. Pre-
mica p preseka n v tocki D, ki je levo od iskanega trikotnika. Oglejmo
si deltoid DACA’. 1z C vidimo daljico A’B pod kotom &. Vsota vseh
notranjih kotov deltoida je tokrat 20 + 2(m — «) + £ — v = 2, iz Cesar
sledi £ =7 4+ ¢ — 26.

3. Na sliki 7 levo premica p preseka stranico AB v tocki D. Iz C' vidimo
daljico A’B pod kotom £. Prav tako kot v prej$njem primeru opazujemo
deltoid ADA'C. Za vsoto njegovih notranjih kotov velja: 2a+ 2 +~ —
¢ = 2x. Tokrat dobimo £ = —7 + ¢ + 24.

4. Nazadnje si oglejmo Se razmere na sliki 7 desno. V konkavnem deltoidu
DAC A’ velja za njegove notranje kote zveza 20+2(m—a)+(2r—§—7) =
2m. Iz nje dobimo £ =7 — ¢ + 24.
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Slika 7. Obravnava trikotnikov za poSevno premico v 3. in 4. primeru.

Ce je premica p nad n in njej vzporedna, imamo opravka z nalogo (A).
Tocka D je v neskoncnosti. Iz ogliséa C' vidimo daljico A’B pod kotom
¢ =1 —e. Ce je p pravokotna na n, vidimo iz ogliséa C daljico A’B pod
kotom & = e.

Pri danih podatkih konstruiramo trikotnik ABC' v vseh primerih po
enakem postopku. Konstruirati je treba kroznico, s katere vidimo daljico
A’B pod kotom &. Resitev je toliko, kolikorkrat ta kroznica preseka premico
p nad nosilko n stranice AB in levo od njene simetrale.

Konstrukcija pri znani stranici AB, razliki ¢ = o« — f > 0 in premici
p, na kateri je oglisce C, je potem razumljiva (slika 8). Ob daljici A'B
konstruiramo kot £ oziroma m— ¢ z vrhom v B, kjer povle¢emo pravokotnico
na drugi krak tega kota. Presecisce s simetralo daljice A’'B je sredisce iskane
kroznice, ki ima tetivo A’B. Kroznica preseka premico p v iskani tocki C.
Na koncu konstruiramo trikotnik ABC.

n A /B D

Slika 8. Konstrukcija trikotnika za poSevno premico.
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Pravilnost konstrukcuje Se utemeljimo. V naSem primeru je £ = 7 —
€ — 20. Dobljeni trikotnik ABC ima dano stranico AB in oglis¢e C je na
dani premici p. Preveriti je treba samo 8e, da je razlika kotov « in § enaka
danemu e. Iz dobljene tocke C vidimo daljico A’B pod kotom ¢ zaradi
konstrukcje kroznice. Notranji koti trikotnika ADC so «, ¢ in (y + £)/2,
njihova vsota pa je m. Iz a+d+ (v +¢§)/2 =mina+ B+ =7 ter
E=m—¢e—20 dobimo ¢ = a — .

Podobno bi utemeljevali pravilnost v preostalih primerih. V 1. in 3.
primeru za § = (7 — ¢)/2 dobimo £ = 0. Tedaj je C presecisée premice p in
premice skozi A’ in B. V 2. in 4. primeru pa za § = /2 dobimo £ = 7 in C
je presecisce premice p in daljice A’B.

Za konec

Konstrukcije trikotnikov in drugih likov so bile Se dolgo v 20. stoletje pri
pouku geometrije redna dejavnost, ki pa je precej zamrla, verjetno na racun
drugih vsebin in upadanja Stevila uciteljev, ki jih vse to zanima. Zadnja
desetletja smo prica veé izvrstnim rac¢unalniskim programom, ki naj bi po-
vrnili zanimanje za geometrijo in geometrijske konstrukcije. Namen tega
prispevka je ravno v tem, pa tudi v obujanju spomina na Josipa Plemlja ob
52. letnici njegove smrti in blizajo¢i se 100. letnici ustanovitve ljubljanske
univerze, katere prvi rektor je bil.
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Delovanje mozganov je Se vedno zavito v tancico skrivnosti. Nedavni napredki v
slikanju z magnetno resonanco tancico nekoliko razgrinjajo. Difuzijsko utezeno slikanje
z magnetno resonanco lahko razkrije lokalno anizotropijo difuzije in s tem potek zivénih
vlaken. To je podatek na mikroskopski skali, ki je manjsa od lo¢ljivosti slikanja samega.

DIFFUSION TRACTOGRAPHY

Functioning of the brain is still shrouded in a veil of mystery. Recent advances in
magnetic resonance imaging help to unvail the mystery. Diffusion weighted magnetic
resonance imaging can reveal local anisotropy in diffusion and with that the information
about the tract direction, a microscopic information beyond the resolution of imaging
itself.

Uvod

Mozgani so pomemben organ, ki je sestavljen iz sivine in beline. Sivino
sestavljajo nevroni, belino pa izrastki nevronov, dendriti in nevriti. Izrastki
omogocajo mednevronsko povezovanje. Zaradi posebne zgradbe svojih sten
lahko nevroni »pozabljajo« stare in tvorijo nove povezave, kar je osnova
procesa ucenja. Delovanja mozganov pa ne moremo razumeti zgolj s po-
znavanjem zgradbe in delovanja posameznih celic, ampak moramo poznati
tudi Sirso strukturo, kako so posamezni deli mozganov povezani med se-
boj, kateri deli so aktivni ob doloc¢enih funkcijah, kateri deli kontrolirajo
druge in v katerih smereh potekajo signali. Delovanje mozganov lazje ra-
zumemo, ¢e to strukturo natanéno poznamo. Celi¢no strukturo tkiva lahko
raziskujemo z mikroskopom, vendar teh preiskav ne moremo opravljati in
vivo in med delovanjem zivih mozganov. Za razumevanje delovanja mozga-
nov je poleg poznavanja strukture pomembno tudi poznavanje dinamike, s
katero potekajo procesi v tkivu. Zato potrebujemo nacin mikroskopskega
opazovanja delovanja tkiva na zivih vzorcih. Locljivost metod neinvaziv-
nega slikanja je omejena: pri pozitronski emisijski tomografiji in ultrazvocéni
sonografiji na milimeter, pri ¢emer ultrazvok slabo prodira skozi lobanjo
in je za preiskave mozganov prakticno neuporaben. Rentgensko slikanje
ima v mehkih tkivih relativno nizek kontrast, drugi postopki (kot npr. to-
mografija) pa povec¢ajo med preiskavo prejeto dozo in vkljuéujejo uporabo
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kontrastnih sredstev, ki so lahko skodljiva. Primerna metoda za neinvazivne
preiskave delovanja mozganov je slikanje z magnetno resonanco (magnetic
resonance imaging — MRI). To je metoda, ki omogo¢a neinvazivno slikanje
mehkih tkiv, v katerih je veliko vode (metoda je npr. manj primerna za slika-
nje pljuc), vendar je tudi pri tej metodi lo¢ljivost omejena na velikostni red
desetinke milimetra. Kako torej dose¢i mikroskopsko loc¢ljivost? Mikroskop-
sko locljivost dosezemo tako, da upoStevamo molekularno gibanje, ki je na
mikroskopski skali omejeno s strukturo snovi, celiénimi stenami. Merjenje
molekularnega gibanja lahko posreduje informacijo o mikroskopski struk-
turi tkiva. Nakljuéno molekularno gibanje, ki je posledica notranje energije
snovi, imenujemo difuzija. Difuzijo v snovi, v kateri se koncentracija snovi
ne spreminja s krajem, imenujemo lastna difuzija. Z merjenjem lastne difu-
zije vode v mozganih lahko dolo¢imo potek povezav v mozganih, postopek
imenujemo traktografija. Ko poznamo povezave, tudi bolje razumemo de-
lovanje mozganov. Dodatne prednosti slikanja z magnetno resonanco so, da
slikanje poteka relativno hitro, ni invazivno in je obc¢utljivo tudi na druge
dejavnike, kot je npr. poraba krvi v aktivnih delih mozganov. Na ta nacin
lahko s primerno stimulacijo preiskujemo tudi aktivacije razlicnih sklopov,
kar imenujemo funkcijsko slikanje. S takimi preiskavami lahko analiziramo
patologijo mozganov in nacrtujemo posege, da bi stanje izboljsali.

Slikanje z magnetno resonanco

Slikanje z magnetno resonanco (magnetic resonance imaging — MRI) je uve-
ljavljena metoda neinvazivnega slikanja notranjosti diamagnetnih vzorcev.
Podatke lahko dobimo za vse tri dimenzije vzorca. Za velikostni red hi-
treje lahko izmerimo dvodimenzionalno sliko v vnaprej izbrani rezini vzorca.
Slikanje temelji na merjenju porazdelitve gostote spinov po prostoru v ne-
homogenem magnetnem polju [4]. Spin je sinonim za diamagnetni delec
z jedrom, ki ima vrtilno koli¢ino razlicno od ni¢. Pri medicinskem slika-
nju v vecini primerov zaznavamo proton v vodiku, ki je vezan v molekulo
vode. Pojav izkoris¢a jedrsko magnetno resonanco [5], pri kateri merimo
resonancne prehode med Zeemanovimi energijskimi stanji spinov v magne-
tnem polju. V statiénem magnetnem polju By se sicer degenerirani spinski
energijski nivoji jeder razcepijo za AE = ymhBy, kjer je v giromagnetno
razmerje znacilno za jedro (y = 2,6-10% 1/Ts za proton), h reducirana
Planckova konstanta in m magnetno spinsko stevilo. Prehodom med sose-
dnjimi stanji ustreza absorpcija ali sevanje elektromagnetnega valovanja z
Larmorjevo frekvenco w = vBy. V magnetnem polju z gostoto velikostnega
reda tesla, ki je tipi¢no v uporabi, je ta frekvenca v obmocju radijskih valov.
Detektorji radijskih valov so antene, v primeru jedrske magnetne resonance
kar primerno uglasene tuljave, ki objemajo ali so prislonjene ob vzorec. V
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termi¢nem ravnovesju so spini v vzorcu polarizirani v smeri silnic magne-
tnega polja. Spine vzbudimo s kratkotrajnim sunkom magnetnega polja,
katerega gostota niha z Larmorjevo frekvenco v smeri pravokotno na silnice
mocnega, staticnega magnetnega polja. Po vzbujanju spini precesirajo z
Larmorjevo frekvenco okoli osi vzporedne silnicam magnetnega polja in v
sprejemni tuljavi inducirajo signal z enako frekvenco. Takoj po vzbujanju so
vsi spini v koherentnem stanju, koherenco pa izgubljajo in amplituda signala
se manjSa eksponentno z znacilnim relaksacijskim ¢asom, ki je odvisen od
kemijske strukture snovi. Za MRI so uporabne snovi z relaksacijskimi ¢asi
daljsimi od milisekund. S posebnimi metodami lahko slikamo tudi snovi s
krajsimi relaksacijskimi ¢asi.

Na opisani nacin deluje spektroskopija z jedrsko magnetno resonanco.
Za merjenje prostorske porazdelitve spinov pa mora biti magnetno polje ne-
homogeno — spreminjati se mora po prostoru. S tokom v ustreznih tuljavah
lahko ustvarimo nehomogeno magnetno polje, imenujemo ga gradientno po-
lje, katerega komponenta vzporedna stati¢nemu, homogenemu polju By, se
po prostoru spreminja priblizno linearno s koordinato B = By+G-r. Homo-
geno polje By je obi¢ajno ve¢ velikostnih redov vecje od gradientnega polja.
Vektorsko polje G krajse imenujemo kar gradient (magnetnega polja). Pri-
mer gradientne tuljave je inverzna Helmholtzeva tuljava, ki jo sestavlja par
kroznih zank, po katerih tecejo tokovi v nasprotnih smereh. Magnetno polje
take tuljave kaze slika 1.

Slika 1. Inverzna Helmholtzeva tuljava je primer tuljave, ki ustvarja nehomogeno magne-
tno polje. Sestavlja jo dvoje kroznih navitij, po katerih tece tok v nasprotnih smereh. Slika
kaze tuljave v perspektivi (Erni elipsi) in silnice magnetnega polja v ravnini, ki vsebuje
geometrijsko os tuljave.

Frekvenca signala, ki se inducira v sprejemni tuljavi, nosi informacijo o
legi spina. Posamezen spin prispeva k celotnemu signalu sorazmerni del, ki
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precesira s frekvenco: w = vBg+ G -r. Skupni signal vseh spinov v vzorcu,
ki ga zaznamo s kvadraturno detekcijo, lahko zapisemo kot:

16) = Io [ ple)e™® e,

Ce privzamemo, da je obcutljivost sprejemne tuljave po celem vzorcu enaka
in stevilska gostota spinov p(r). Iy je signal, ki bi ga zaznali brez dodatnega
nehomogenega polja. S kvadraturno detekcijo iz signala odfiltriramo signal
z (visoko) Larmorjevo frekvenco vBy.

Slika 2. Osnova slikanja z magnetno resonanco: spini na mestih z razli¢no gostoto ma-
gnetnega polja precesirajo z razli¢no frekvenco. Fouriereva transformacija signala razkrije
porazdelitev spinov po prostoru.

7 definicijo vektorja reciprocnega prostora k = Gt prepoznamo v prej-
Snjem izrazu signal ob nekem ¢asu S(t) = Sy kot koeficient v razvoju Ste-
vilske gostote spinov v Fourierevo vrsto (slika 2). Ce izmerimo koeficiente
za dovolj gosto mnozico razli¢nih k, lahko z obratno Fourierevo transforma-
cijo rekonstruiramo prostorsko porazdelitev spinov. Pri slikanju izmerimo
tocke v mrezi prostora k. Ta prostor lahko vzoréimo na razli¢cne nacine, ki
jih izvedemo z ustreznim zaporedjem gradientnih in radiofrekven¢nih polj.
Korake med vzoréenimi tockami Ak lahko kontroliramo s ¢asovnim inter-
valom vzor¢enja At in spreminjanjem velikosti gradientnega polja AG. S
¢asovnim intervalom vzorcenja dolo¢imo vidno polje slike 7,1 ﬁ. Lo-
¢ljivost slikanja je odvisna od najveéjega izmerjenega reciprocnega vektorja
in velikost slikovnega elementa je Ar o 1/kpaks ter dolocena s Stevilom
vzorcenih tock N : kpas = N|AK|. S povecevanjem locljivosti in vidnega
polja sta povezana Cas meritve in Sum signala, tako da so parametri slikanja
vedno kompromis med moznimi skrajnimi vrednostmi. Tipi¢na loc¢ljivost
slik je velikostnega reda milimetra, a jo lahko s posebnimi tehnikami, ki
zaradi dolgega casa slikanja niso primerne za klini¢éno uporabo, pove¢amo
na okoli deset mikrometrov. Cas, ki ga potrebujemo za eno sliko, lahko
traja od nekaj desetink sekunde do velikostnega reda ur. Tipi¢ne klini¢ne
preiskave trajajo eno uro in v tem ¢asu naredijo ve¢ razli¢nih slik. Za tridi-
menzionalno sliko moramo vzorciti tridimenzionalen recipro¢ni prostor, za
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dvodimenzionalno sliko pa je dovolj, da vzbudimo spine le v rezini vzorca
in v tej rezini vzoré¢imo v dveh dimenzijah. Sliko, porazdelitev spinov, iz
signala dobimo z dvodimenzionalno Fourierevo transformacijo. Primer kaze
slika 3.

-2D FT—

Slika 3. Primer signala v dvodimenzionalnem reciproénem prostoru k (levo) in rekon-
strukcija slike (desno).

Difuzija

Nakljuéno molekularno gibanje imenujemo difuzija. Pojav je izrazit v te-
koc¢inah. Prvi ga je leta 1827 opisal angleski botanik Robert Brown, ki
je pod mikroskopom opazoval pelod v vodi in opazil gibanje z nakljué¢nim
spreminjanjem smeri. Po njem imenujemo tako nakljuéno gibanje tudi Bro-
wnovo gibanje. Dinamiko lege delca r v tekocini z viskoznostjo 1 opise drugi
Newtonov zakon

mi = —6mnRr + F,

v katerem prvi ¢len na desni ustreza viskoznemu uporu, drugi ¢len pa je
nakljuéna sila, ki je posledica trkov z drugimi delci v teko¢ini. V ¢lenu za
upor smo privzeli, da je delec okrogel s polmerom R. Ker je sila naklju¢na
spremenljivka, se s ¢asom naklju¢no spreminja tudi hitrost telesa v = r in
obravnavamo jo lahko statisticno. V Brownovem modelu privzamemo, da
je pospesek v zgornji enacbi zanemarljiv. Spomnimo, izraz opisuje delec v
mnozici veliko lazjih delcev in posamezni trki le malo spremenijo hitrost.
Poleg tega privzamemo, da je ¢asovna loc¢ljivost, s katero opazujemo pojav,
dovolj groba, da je naklju¢na sila ob razliénih ¢asih popolnoma nekorelirana
(F()F(t")) o< 6(t — t'),d(t) je funkcija delta. Iz zgornje enacbe tako sledi

c(t) o< o(t),
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torej tudi hitrost delca je nekorelirana. Za opis smo uporabili avtokore-
lacijsko funkcijo hitrosti, ki je statisticno povpreéje produkta hitrosti ob
razlicnih ¢asih po ansamblu delcev ¢(t) = (v(t)v(0)). Iz avtokorelacijske
funkcije hitrosti lahko izracunamo povprecni kvadrat premika delca iz iz-
hodiséne lege ob ¢asu t. Ce nas zanima le premik vzdolz dolo¢ene smeri v
prostoru, pa naj bo to os x, sledi

() = [ at’ | dt"(vy(t)v.(t")) = 2Dt.
[“]

G
konstanta, 7" pa temperatura. Kdor ima rad imena, to je Einsteinova
zveza [1]. Povprecni kvadrat premika v dolo¢eni smeri je torej sorazme-
ren ¢asu, kar je znacilnost nakljuénih molekularnih gibanj. Ce bi opazovali
premike v razli¢nih smereh v izbranem ¢asovnem intervalu, bi lahko konstru-
irali ploskev, katere tocke bi bile oddaljene od izhodisc¢a toliko, kot je koren
povprecnega kvadrata premika v tisti smeri. V primeru izotropne difuzije bi
bila ta ploskev kar sfera. V neizotropni snovi so premiki v dolo¢enih smereh
vecji kot v drugih (slika 4). To upostevamo tako, da difuzijski koeficient v
prvem priblizku obravnavamo kot tenzor in zveza med kvadratom premika
in Casom je

Pri tem vpeljemo difuzijski koeficient D = kjer je k Boltzmannova

<7’i7"j> = 2Dijt,

kjer so indeksi ¢, j = z, v, 2.

Difuzija je anizotropna, ¢e je anizotropna struktura, v kateri difundira
teko¢ina. Tak primer je struktura zivénih vlaken, ki imajo podolgovato
obliko. Vzdolz vlakna je difuzija znatno hitrejsa kot pretno na vlakna.
Ploskev, ki v prvem priblizku ustreza anizotropni difuziji, je elipsoid. Ce je
elipsoid ploscat, je difuzija dominantna v ravnini, ¢e je podolgovat, pa v eni
smeri.

Difuzija vpliva na signal magnetne resonance [3]. Vpliv nehomogenega
polja na precesijo spinov Ze poznamo, saj ga uporabljamo za slikanje in je
opisan v prejsnjem poglavju. Tudi vpliv difuzije zaznamo preko precesije v
nehomogenem polju, difuzijskem gradientu, ki je obicajno nekajkrat moc-
nejsi od gradientov za slikanje. Spini v mo¢nejSem polju precesirajo hitreje
od spinov v SibkejSem in vzorec izgublja koherenco, spini niso ve¢ vzpore-
dni in signal slabi. Ce v nekem trenutku spremenimo predznak gradienta,
bodo spini, ki so bili prej v mocnejSem polju in prehitevajo v fazi, zdaj
zaceli precesirati pocasneje, in spini, ki so bili prej v SibkejSem polju, jih
bodo po dolo¢enem casu ujeli v fazi. Ta postopek imenujemo refokusacija
spinov in v trenutku, ko se faze spinov ujemajo, nastane spinski odmev.
Ce se v tem procesu kateri od spinov premakne v polje drugacne gostote,
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Slika 4. Izotropna difuzija (levo) in anizotropna difuzija (sredina, desno), pri kateri je
gibanje v dolo¢eni smeri desetkrat hitrejse (sredina) ali pocasnejse (desno) kot v nanjo
pravokotnih smereh. Narisana je sled delca in difuzijski elipsoid.

se njegova faza v Casu odmeva ne ujema s fazami preostalih spinov in si-
gnal odmeva je Sibkejsi, kot je bil signal na zacetku delovanja difuzijskega
gradienta. Difuzija spinov v nehomogenem magnetnem polju torej zmanjsa
signal, tem bolj, ¢im veé¢ja je difuzija (ki jo opise difuzijski koeficient D)
v smeri difuzijskega gradienta v tem delu vzorca. V podrobnosti se tu ne
bomo spuscali, vendar za obravnavo je dovolj, ¢e privzamemo, da je signal
vsakega prostorskega elementa vzorca manjsi za faktor e *P. V poskusu na
vzorec delujemo z dvema sunkoma gradientnega polja, ki trajata ¢as J in
med njima poteCe ¢as A. 7 velikostjo difuzijskega gradienta magnetnega
polja G izrazimo faktor b = y2G?6%(A — g) S smerjo gradienta dolo¢imo,
katero komponento difuzijskega tenzorja izmerimo, velikost komponente pa
dolo¢imo tako, da izmerimo signal pri ve¢ vrednostih faktorja b. Primer dvo-
dimenzionalne slike brez difuzijskega gradienta in z difuzijskim gradientom
v treh razliénih, med seboj pravokotnih straneh kaze slika 5.

0.5

Slika 5. Slika precénega preseka Sparglja posneta z zaporedjem za slikanje s spinskim
odmevom (a) in difuzijsko obtezene slike istega vzorca (b—d) posnete pri enakem Casu
spinskega odmeva, in pri faktorju difuzijske obtezbe b = 860 s/mm?. Puséice v sliki
ponazarjajo smer vklopljenega difuzijskega gradienta. Signal slik je normiran na najvisjo
intenziteto in je prikazan v barvni lestvici (desno).
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Slike $parglja na sliki 5 jasno ponazarjajo vpliv omejene difuzije na vi-
Sino signala difuzijsko obtezenih slik. Slika 5 a, kjer je bila difuzijska obtezba
enaka ni¢ (b = 0), ima najvisjo intenziteto signala. Vklop difuzijskega gra-
dienta (b = 860 s/mm?) povzroci upad signala, vendar je odvisen od smeri
vklopljenega gradienta. Slednje je posledica strukture $parglja in z njo pove-
zanega pojava omejene difuzije. Spargelj ima izrazito vlaknasto strukturo.
Njegova vlakna so dolga in tanka, kar ima za posledico »ujetost« vodnih
molekul v prostoru med vlakni. Vodne molekule se tako lazje in izraziteje
difuzijsko gibljejo vzdolz vlaken kot pa v smeri pre¢no na vlakna. Ta pojav
je viden tudi na izmerjenih difuzijsko obtezenih slikah. Tako je signal na
sliki 5 d nizji kot na slikah 5 b, ¢. To lahko razlozimo s tem, da smo pri
sliki 5 d imeli vklopljen difuzijski gradient v smeri vlaken in smo tako merili
hitrejSo (manj omejeno) difuzijo in tako dobili manj signala kot pri slikah
5 b, ¢, kjer je imel difuzijski gradient preéno smer glede na vlakna in smo
s tem merili poc¢asnejso (bolj omejeno) difuzijo in s tem dobili ve¢ signala.
Slike so bile posnete pri parametrih A = 42 ms, § = 2 ms in ¢asu spinskega
odmeva 47 ms.

10.0 \\\
9.8 \
9.6 5 *
S 94
£
9.2 In()= —Db+C
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Slika 6. Graf prikazuje logaritem MRI signala $parglja v odvisnosti od faktorja difuzijske
obtezbe za tri paroma pravokotne smeri difuzijskega gradienta. Smeri z in y sta bili
pravokotni na smer vlaken v Sparglju, smer z pa je bila vzporedna s smerjo vlaken v
Sparglju.

Slika 6 kaze meritev povprecne difuzijske konstante za difuzijo vode v
Sparglju za tri razlicne smeri merjenja difuzije. V vsaki od smeri je bil signal
izmerjen pri enajstih razliénih faktorjih difuzijske obtezbe (razli¢ne vredno-
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sti G). Iz grafa, ki prikazuje logaritem signala v odvisnosti od difuzijske
obtezbe, lahko vidimo, da izmerjen signal I v vseh treh smereh dobro sledi
zvezi I o< e PP kar omogoc¢a natancen izracun difuzijske konstante za vsako
od smeri. Rezultat potrdi nasa opazanja v sliki 5, saj dobimo v z in y smeri
difuzijsko konstanto priblizno enako veliko, a je ta po velikosti za priblizno
45 % nizja od difuzijske konstante, ki pripada smeri z. Meritve so bile iz-
vedene pri parametrih A = 82 ms, § = 2 ms in ¢asu spinskega odmeva 85
ms. Vse prikazane meritve na vzorcu Sparglja so bile posnete in obdelane v
Laboratoriju za slikanje z magnetno resonanco na Institutu Jozef Stefan.
Opomniti je tudi treba, da na zaznavanje omejene difuzije poleg struk-
ture vzorca vpliva tudi ¢asovni interval A, to je ¢as, ki oznacuje razmak
med sredinama obeh gradientnih sunkov v zaporedju za difuzijsko obtezeno
slikanje. Ce je ¢as 0 zelo kratek, omejene difuzije ne bomo mogli zaznati,
tudi v primerih, ko ima vzorec strukturo, ki omejuje difuzijo. Konkretneje,
zamislimo si omejeno geometrijo, kjer mora vodna molekula v povprecju

prepotovati razdaljo a v smeri vklopljenega gradienta, da naleti na prvo

. . By 2 .
oviro. To se bo zgodilo v ¢asu 55. Ce je A < 5,

25 o¢itno omejene difuzije
ne bomo mogli zaznati, saj se bodo v tako kratkem ¢asu opazovanja vodne
molekule obnasale kot povsem proste. Omejeno difuzijo bomo lahko torej

. . . . _ a® <
zaznali v primerih, ko je A ~ 75 ali pa vecji.

Zakljucek

Traktografija je metoda dolo¢anja poteka snopov zivénih vlaken in s tem
povezav funkcionalnih delov v mozganih [2]. Metoda temelji na difuzijsko
utezenem slikanju, ki pa ga ponovimo vsaj Sestkrat z razli¢cno usmerjenimi
gradienti, da lahko dolo¢imo glavne osi difuzijskega tenzorja. Po razliki
lastnih vrednosti difuzijskega tenzorja sklepamo na anizotropnost difuzije,
lastni vektor v smeri najveéje lastne vrednosti je tangenten na smer snopa
zivénih vlaken v opazovanem prostorskem elementu. Smeri vlakna zgolj
s slikanjem z magnetno resonanco ne bi mogli ugotoviti, saj je struktura
mikroskopska, manjsa od loc¢ljivosti metode. S posebnimi ra¢unalniskimi
programi lahko prostorsko informacijo o difuzijskem tenzorju predstavimo
kot sliko z mnozico vlaken, kot je slika na naslovnici, ki predstavlja sliko
difuzijskega tenzorja ¢loveskih mozganov. Narisani so Sopi vlaken, ki te-
¢ejo skozi sredinsko sagitalno ravnino. Izstopajo vlakna v obliki ¢rke U, ki
povezujejo hemisferi skozi kalozni korpus (vlakna izstopajo iz ravnine slike
in se nato ukrivijo navzgor) in Sopi vlaken, ki se spuscajo proti hrbtenici
(modro, znotraj ravnine slike). Namesto z vlakni lahko rezultate merjen]
predstavimo z mnozico difuzijskih elipsoidov kot na sliki 7.

Posebej zanimivi so deli, kjer se vlakna stikajo ali pa krizajo brez stika.
Opisani model meritve v tem primeru odpove. Priblizek difuzije s tenzorjem
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Slika 7. Predstavitev traktov ¢loveskih mozganov z mnozico difuzijskih elipsoidov [6]. Iz
dvodimenzionalne slike lahko razberemo le vrednosti difuzije v ravnini, z barvnim kodi-
ranjem pa lahko predstavimo tudi vrednost v smeri pravokotno na ravnino slike. Na sliki
z odtenki sive, bolj bela pomeni ve¢jo vrednost D v smeri pravokotno na ravnino slike.

je preve¢ preprost, pomagamo si lahko z dvema difuzijskima elipsoidoma,
vseeno pa ne lo¢imo med opisanima primeroma — stikom ali krizanjem. Na
tem podrocju potekajo intenzivne raziskave.

Traktografija omogoca prepoznavo tudi nekaterih patoloskih procesov.
Travma, tumor ali vnetje lahko vplivajo na mielin (ovojnico vlaken) ali
strukturo aksona tako, da se anizotropija difuzije zmanjsa. Vsekakor je trak-
tografija z difuzijsko utezenim magnetnoresonancnim slikanjem pomembna
metoda za raziskovanje delovanja mozganov.
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MaRS 2019

Od 28. julija do 3. avgusta letos je potekal Ze stirinajsti tabor za srednjesolce
MaRS (Matematiéno Raziskovalno Srecanje). MaRSovci smo se zbrali na
Pohorju, natan¢neje v Centru Solskih in obgolskih dejavnosti Planinka. Pri
organizaciji tabora je sodelovalo 10 mentorjev: dr. David Gajser, profesor
na II. gimnaziji Maribor, Simon Brezovnik, doktorski student matematike
na FNM UM, Rok Havlas, magistrski student matematike na FMF UL,
Zan Hafner Petrovski, Petra Podlogar, Jakob Jurij Snoj, Nejc Zajc in Tjasa
Vrhovnik vsi dodiplomski Studenti matematike na FMF UL, Klara Dro-
fenik, dodiplomska Studentka racunalni§tva in matematike na FMF in FRI
UL ter Jakob Svetina, dodiplomski §tudent finanéne matematike na FMF
UL. Tabora se je udelezilo 25 dijakinj in dijakov, med njimi tudi dijak iz
Makedonije.

Osrednja aktivnost tabora so bili, kot vsa leta doslej, MaRSovski pro-
jekti. Mentorji (posadka) smo pripravili devet matematiénih tem, ki so
jih udelezenci raziskovali v skupinah po dva ali tri — vsaka skupina svojo

Skupinska slika.
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temo. Vsak dan smo nekaj ur namenili delu na svojem projektu. To delo je
poleg reSevanja matemati¢nih problemov vkljucevalo pisanje krajSega ses-
tavka, izdelavo morebitne racunalniske aplikacije in pripravo predstavitve
projekta. Slednja je bila izvedena na zakljuénem dogodku tabora — pri-
stanku, na katerega so bili vabljeni tudi starsi udelezencev. Naslovi pro-
jektov: MaRSovska geometrija, Konstruktibilna stevila, Elipti¢ne krivulje,
Verizni ulomki, Cayleyjev izrek, Polyeva teorija, Centralni limitni izrek,
Ulovimo lopova!, Teorija odlo¢anja. Ve¢ informacij o projektih najdete na
spletni strani mars.dmfa.si/projekti/.

Tri dni je bil z nami na MaRSu dr. Primoz Moravec, FMF UL, ki
je pripravil tri dvourne delavnice z naslovom Grupe v praksi (in teoriji).
Spoznali smo se z grupami, podgrupami, ukvarjali smo se s permutacijami,
rotacijami in simetrijami mnozic. Nazadnje smo spoznali Se preslikave med
grupami, govorili smo o delovanju grup na mnozicah, orbitah in stabiliza-
torjih, ter si ogledali ve¢ zgledov.

Tri veCere so nam popestrili vabljeni predavatelji. V nedeljo se nam
je preko Skypea oglasila dr. Marinka Zitnik, podoktorska raziskovalka na
Univerzi Stanford. Predavala je o umetni inteligenci in analizi velikih po-

Delovno vzdusje na delavnici dr. Moravca.
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datkov, kar je tudi njeno raziskovalno podrocje. Razlagala nam je o strojnem
ucenju, predstavitvi podatkov s pomocjo omrezij in grafov ter razlozila nekaj
algoritmov strojnega ucenja. Razlago je popestrila s primeri na konkret-
nih podatkih, npr. dolo¢anju potencialnih prijateljev na druzbenih omrezjih
in uporabo v medicini. V ponedeljek smo prisluhnili dr. Bojanu Moharju
iz Univerze Simona Fraserja v Kanadi, ki je predaval o risanju grafov in
prekriznih Stevilih. Ker so se nekateri tokrat prvi¢ srecali z grafi, smo ze
Cez dan razmisljali o nalogah o grafih, ki jih je za nas pripravil gost. Na
predavanju smo spoznali Se hipotezi Hilla in Turana, ki kljub enostavni for-
mulaciji ostajata nereSeni. Kot zadnji vecerni predavatelj pa je v cetrtek
pred dijake stopil dr. Iztok Bani¢ iz FNM UM. Pri predavanju smo spoz-
navali odprte in zaprte mnozice ter se seznanili s topologijo kot pomembno
matematicno vejo.

Med strokovnim delom programa MaRS 2019 omenimo Se delavnici
KTEX in Python, ki ju je vodil Nejc.

Kljub napornemu urniku je bilo vzdusje na taboru izjemno. V prostem
Casu smo se igrali razne druzabne igre, bil je ¢as za sprehode, igranje kosarke
... Vsak dan je bil objavljen problem dneva, s katerim smo si proste urice
krajsali tako posadka kot udelezenci. Enkrat smo se podali na pohod do
Bellevueja, kjer smo uzivali v razgledu na Maribor in okolico. V cetrtek
je bila pripravljena tradicionalna Velika MaRSovska avantura, orientacijski
pohod z osmimi kontrolnimi toc¢kami, na katerih so ekipe reSevale razli¢ne
matematicne in prakti¢ne probleme. Zmagovalna ekipa je prejela veliko
MaRSovsko ¢okolado, ki jo je ze tradicionalno sponzorsko pripravila Coko-
ladnica Carniola.

V petek zvecer smo na tabor povabili Se stare MaRSovce, to je tiste, ki
so ze kdaj bili na tem taboru. Pripravili smo piknik, na katerem so se bivsi
MaRSovci lepo zlili z letosnjimi.

MaRS 2019 je imel ogromno finan¢no podporo v projektih RaST in
SKOZ, ki ju financirata Republika Slovenija in Evropska unija iz Evropskega
socialnega sklada. Projekt RaST izvaja II. gimnazija Maribor za dijakinje in
dijake kohezijske regije Vzhodna Slovenija, projekt SKOZ pa izvaja Gimna-
zija Vic za dijakinje in dijake kohezijske regije Zahodna Slovenija. Finan¢no
nas je podprla tudi FNM UM, vodjo delavnic pa je prispevala FMF UL.
Zahvala gre seveda tudi DMFA Slovenije za logisti¢no in finanéno podporo.

David Gajser
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17 ZGODOVINE

Mere, merska reforma in nekaj zgodovine v Moénikovih uébenikih

Doktor Franc Mo¢nik, rojen leta 1814 v Cerknem, je pisal in posodabljal
matemati¢ne ucbenike za osnovne in srednje Sole ve¢ desetletij. Knjige so
prevedli v Stevilne jezike in so dozivele skoraj neverjetno Stevilo izdaj. V
tem ¢asu je moral Moc¢nik upoStevati ve¢ reform na podrocju mer in tudi
denarja. Najpomembnejsi je bil gotovo prehod na metri¢ni sistem leta 1871.

Leta 1874 je izsSla Moc¢nikova knjiga z naslovom: » Nova avstrijska MERA
IN VAGA, Knjizica slovenskim Solam v porabo. Spisal dr. vitez Franc Moc-
nik«.

Knjizico imamo po zaslugi Zvonka Perata skupaj z ve¢ Mocénikovimi
racunicami ponatisnjeno v zbirki Metodika matematike za slovenske ljudske
Sole [T7].

Najprej Mocnik opige zgodovinski razvoj mer v Avstriji. Opazimo lahko,
da se dolgo zakonodajalci niso drznili kaj preve¢ posegati v tradicionalne
mere in so jih le natanéneje definirali. Vsekakor pa so zZeleli s poenotenjem
nadomestiti mnozico lokalnih mer, ki so odrazale nekdanjo fevdalno razdro-
bljenost avstrijskega cesarstva (in samovoljnost krajevnih oblastnikov).

Dunajski sezenj = 6 dunajskih cevljev po 12 palcev je bil
ze z dolocbo od 19. avgusta 1588. 1., in dolnje avstrijski vagan =

11904% kubi¢nih ¢evljev s patentom od 9. decembra 1687. 1. vpeljan.

Nemsko ime za sezenj je Klafter, kar so poslovenili tudi v klaftra in
je meril priblizno 1,9 metra. Cevelj je meril priblizno 316,1 mm. Vagan
(nemsko Metzen) je imel priblizno 61,5 litra in so ga delili na 16 meric
(nemsko Massel) po priblizno 3,8 litra. Vagan je bil prostorninska mera za
suhe stvari, denimo zito.

Marija Terezija je leta 1756 izvedla nekaj dodatnih reform. Kot pise
Moénik:

. s tem patentom je bil vpeljan tudi dunajski vatel (Wiener
Mapelle) = 2,46 dun. éevlja kot mera za krojno blago!, dolnje
avstrijski bokal (Maf)= 77% kub. palcev, po 40 na vedro
(Eimer), priblizno 56,6 litra, kot posodna mera za tekocine ... Kar
se tice poljske mere, je bil ustanovljen avstrijski oral (Joch) po 3
vagane nasetve = 1600 L] seznjev.

!Spomnimo se na Preserna: »meri platno, trak na vatle«.
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Poleg matematic¢ne definicije (1600 kvadratnih seznjev), kar je priblizno
5755 m?, je patent celo navedel, koliko semena naj bi porabili na oral! (Liter
pSenice ali rzi tehta okrog 0,75 kg, liter jeémena malce manj, liter ovsa
priblizno 0,5 kg. Tri vagane psSeni¢nega semena na oral je torej priblizno
240 kg na hektar. Priporocilo Marije Terezije je povsem v skladu z danasnjo
setveno normo za pSenico, ki je 180-300 kg na hektar.)

Britanski zdravnik Richard Bright je potoval v zacetku 19. stoletja po
Avstriji. V knjigi [1] je objavil vrsto podatkov avstrijskih soavtorjev o kme-
tijski proizvodnji v letu 1789. Potrjuje, da je norma za setev zit bila tri
vagane zrnja na oral. Takrat je Kranjska imela priblizno 258 tiso¢ oralov
orne zemlje — to je priblizno 1500 kvadratnih kilometrov, od tega je bilo pod
Ziti 172 tiso¢ oralov, kar je priblizno tiso¢ kvadratnih kilometrov. Kranjska
naj bi pridelala v letu zacetka francoske revolucije okrog 257 tiso¢ vaganov
psenice (po knjigi natanéno 256918). To lahko preracunamo kot priblizno
12 tiso¢ ton psenice. K temu dodajmo Se priblizno 11 tiso¢ ton rzi, 15 tiso¢
ton je¢mena in 25 tiso€ ton ovsa, ki je slovel kot najboljsa hrana za konje.
To pomeni v povprec¢ju manj kot 700 kg zit na hektar. Nekatere druge av-
strijske pokrajine so imele do 25 odstotkov visje pridelke. Leto 1789 menda
ni imelo kakih vremenskih ali drugih katastrof, ki bi vplivale na pridelek (in
ki so sicer pogosto povzrocale pomanjkanje hrane in lakoto po Evropi Se v
devetnajstem stoletju).

(Danes imamo v celi Sloveniji 1754 kvadratnih kilometrov njiv, torej le
17 % vec, kot jih je imela samo Kranjska leta 1789. Pridelek pSenice pa je
od 3 do 8 ton na hektar. Celo ekoloske kmetije v povprecju pridelajo slabe
4 tone psSenice na hektar. Pricakovani pridelek je¢mena in rzi je pri nas
¢ez 4 tone na hektar, ovsa ve¢ kot 3 tone na hektar. Pridelki Zit na enoto
njivske povr§ine so se torej v primerjavi s casom pred 230 leti pomnozili
vsaj s faktorjem pet. V Sloveniji smo leta 2018 po [11] pridelali med drugim
122 tiso¢ ton pSenice in pire, 88 tiso¢ ton jemena, 5 tiso¢ ton rzi in sorzice
(meSanice rzi in pSenice), 3 tiso¢ ton ovsa in 350 tiso¢ ton koruznega zrnja.)

Vrnimo se k meram iz ¢asa Marije Terezije. Dunajski (dolnjeavstrijski)
bokal je meril malce veé¢ kot 1,4 litra.

Te mere so se do konca osemnajstega stoletja uveljavile kot uradne mere
na obmocju nemsko govorecih avstrijskih dezel in na Madzarskem. Ni se
takoj posrecila uveljavitev tega standarda na Ceskem, kjer so dolgo vztrajali
pri rimskem cevlju. Po Moc¢niku so Sele 1858 to postale uradne mere v vsem
cesarstvu, z izjemo Lombardsko-beneskega kraljestva, ki pa ga je Avstrija
1866 dokonéno izgubila. Tudi v dezelah, kjer so ziveli Slovenci, so, kot bomo
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videli, e dolgo uporabljali pravo zmesnjavo starih mer.

Na internetu najdemo zanimiv zgodovinski vir iz devetnajstega stoletja.
To je Domacé koledar za leto 1860 [2, str. 58-59], ki ga je napisal Peter
Hitzinger, »farnik postojnski«. Ta postojnski zupnik, po rodu Nemec iz
gorenjskega Trzica, je bil zelo plodovit pisec v slovenskem in nemskem jeziku.
(Med drugim je napisal v nemsc¢ini Zgodovino Idrijskega rudnika in vanjo
vkljucil nacrt rudnika [3].) V koledarju najdemo poglavje Mere in tehte.
Razdelek Votle mere za suhe stvari ima pod naslovom Awstrijanske postavne
mere recimo:

Vagan, dunajski ... 8 osmink.

Pod naslovom Druge mere v Domacem koledarju najdemo med drugim:

Mernik, novi krajnski ... 0,500 dunajskega vagana
Mernik, stari kragnski ... 0,437 dunajskega vagana
Mernik, stari celjski ... 0,432 dunajskega vagana
Polovnik, trzask: ... 0,401 dunajskega vagana.

V Pletersnikovem (Wolfovem) Slovensko-nemskem slovarju iz leta 1895
pa je polovnik definiran kot pol mernika, tj. ¢etrtina vagana ali dobrih 15
litrov, kar je le dobrih 62 odstotkov trzaskega polovnika! Cloveka zacéne
ob tem boleti glaval Ampak tradicija se tezko poslovi. Uporabe mernika
(verjetno novega kranjskega?) pri merjenju koli¢ine Zita se je spominjala
Se moja mama, ki se je rodila v dvajsetih letih dvajsetega stoletja v okolici
Ljubljane. Prav tako se je spominjala uporabe orala (ponekod imenovanega
tudi joh) kot mere za zemljiséa. Omenila je tudi klaftro drv. Tako kot
avstrijski oral je bila klaftra drv vsaj toéno in nedvoumno definirana. Klaftra
ali sezenj drv je bila skladovnica z dolzino dveh klafter in viSino pol klaftre,
napolnjena s pol klaftre dolgimi kosi lesa. Slo je torej za pol kubi¢nega
seznja ali priblizno 3,4 kubi¢nega metra drv. Kot nas pouci Marta Zabret v
knjigi [12, str. 76-77], so nekateri pri ustvarjanju take skladovnice znali biti
ustvarjalni:

Thinska klaftra je nalozena tako, da klobuk, ki ga po dolgem zaze-
nemo skozi klaftro, nemoteno prileti na drugo stran.

S starimi merami sem se srecal, ko sem sorodniku pomagal pri njegovi
knjigi [6] o zgodovini in posebnostih §tirih vasi na trzaskem Krasu. Oglejmo
si tile dve zgodbi.
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Leta 1821 se je devinski zupnik in dekan pritozil, da mu 13 posestnikov
iz kragke vasi Mavhinje in 23 posestnikov iz sosednje vasi Cerovlje dolguje
36 voz drv za leta 1817-1819. Naslednji dan je Komisariat iz Devina Ze
obvestil krajevnega zaupnika Janeza Tercona, da morajo prebivalci letno
pripeljati v dekanijo 18 vozov drv. Stiri vozove pa morajo dati zakupniki
cerkvenih zemljis¢. »Upravna enota« je vsekakor delovala v tem primeru
zelo hitro. Samo ugibamo lahko, koliko drv je pomenil en voz. Po nemski
literaturi iz zacetka devetnajstega stoletja naj bi na dvoosni voz §lo kake tri
kubi¢ne metre lesa.

Sest voz drv in tri vozove sena so letno poleg desetine, tlake in nekaterih
drugih dajatev do leta 1558 morali trzaskemu skofu dajati tudi prebivalci
Lipice [4, str. 51]. Kot pa se spomnim iz svoje mladosti, je polno nalozen voz
sena imel bistveno ve¢jo prostornino kot voz drv in je bilo zaradi visokega
tezisc¢a treba paziti, da se ne prevrne.

Sorodnik je nasel tudi podatke za biro ali bero, to je letno dajatev v
naravi za duhovnika v vasi Mavhinje osem desetletij kasneje, leta 1903. Da-
jatev v naravi je bila za revne kmete ugodnejsa, saj je bilo denarja pri hisah
malo. Domacija mojih prednikov je morala dati 1% mere zita, % mere jec-
mena. Povrhu pa Se 20 bokalov vina. O¢itno je sodila med »premoznejse«,
saj so bile za skoraj vse druge hise dajatve nizje. Kaj je bila ta stara mera za
zito: mernik (kateri?), merica, polovnik? Kot sem videl v literaturi, imajo
tudi zgodovinarji tezave z rekonstrukcijo Stevilnih starih mer. Dvajset bo-
kalov je zneslo 28,3 litra.

(Dokument iz leta 1903 ne omenja ve¢ drv. Fotografije nabrezinskega
Krasa iz tistih ¢asov kazejo bolj ali manj golo krajino, po kateri je pustosila
burja, tako da je bilo verjetno tezko Se kaj posekati.)

Strahotna zmesnjava mer je bila pred letom 1865 tudi v mednarodnem
merilu. Kot pravi Mo¢nik:

Da si ravno je bila sestava mer in utezi posameznih drzav natanko in
znanstveno utemeljena, vendar je ostala Se zmerom velika napaka,
da je skoraj vsako ljudstvo imelo svoje posebnosti pri meri in vagi.

Franc Mo¢nik v svojem uc¢beniku [8] iz leta 1848 navaja veé kot 30 raznih
cevljev kot dolzinskih enot. Merili so od priblizno 28,3 cm (na Saskem in
v Spaniji) do 34,8 cm v Benetkah. Po Wikipediji je bila spodnja meja za
¢evelj celo 25 cm (v nemski dezeli Hessen).

Podobno je bilo z oralom. Ta prastara mera je pri Rimljanih merila
priblizno ¢etrt hektara, na Bavarskem priblizno 0,37 hektara, v Avstriji,
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kot smo videli, ve¢ kot pol hektara, v ZDA pa je oral (acre) priblizno 0,4
hektara.

Moc¢nikove obsezne tabele starih mer kot ilustracijo ponatiskujeta tako
nemska kot angleska Wikipedia v ustreznih poglavjih o starih merskih siste-
mih. Nekatere dezele, kot npr. vec¢ina Svicarskih kantonov in nemski Baden,
so takrat (1848) ze uporabljale hibrid starih in metriénih enot, tako da je
¢evelj meril natanéno 30 cm. Kot upraviceno pravi Moc¢nik:

Koliko truda in casa bi se bilo lahko prihranilo pri trgovanju in
navadnem obcenju, koliko manj zmeSnjav bi se bilo zgodilo v ra-
c¢unskih zadevah in tudi manj ljudi prevarilo, ako bi bile imele vse
drzave enake mere in vage!

Mocnik ima v svoji knjigi podrobno opisan nastanek metricnega sistema
in odlocilno vlogo matematikov in astronomov pri tem:

..; v tej komisiji so bili tedajni slove¢i matematikarji Borda, La-
grange, Laplace, Monge in Condorcet.

Za merjenje dolzine zemeljskega poldnevnika, kar naj bi bila podlaga za
dolzinsko enoto, sta bila zadolzena »zvezdoznanca« Jean-Baptiste Delambre
in Pierre Méchain.

Ampak leta 1794 so se zadeve zaostrile:

Izvrstni udje teh komisij: Borda, Lavoisier, Laplace, Coulomb,
Brisson in Delambre, bili so odstavljeni od glasovitega »odbora
za ob¢no sreco«, ker odbor ni imel zadostnega zaupanja do nji-
hovega republikanskega misljenja in njihovega sovrastva do kralja.
Lavoisier je bil celo ob glavo djan.

Antoine Lavoisier je bil neutruden in natancen raziskovalec, genij, ki je
utemeljil kemijo kot znanost.

Delo okrog metri¢nega sistema je bilo koncano sele leta 1798. »Siroki
ljudski sloji« tudi v Franciji novega sistema vec¢inoma niso sprejeli. Sam Na-
poleon I. Bonaparte je imel nekoliko zani¢ljivo mnenje o metri¢nem sistemu
in je raje modificiral nekatere stare mere na podlagi metri¢nega sistema.
Sicer pa je metri¢ni sistem v Franciji postal obvezen Sele leta 1840.

Metricni sistem so z navduSenjem sprejeli znanstveniki in — vsaj v celin-
ski Evropi — tudi tehniki. Pri nas je Jurij Vega bil velik zagovornik metric-
nega sistema, a ta v avstrijskem cesarstvu ni bil sprejet Se sedem desetletij.

Obzornik mat. fiz. 66 (2019) 2 71



Iz zgodovine

Leta 1875 je bila v Parizu podpisana Mednarodna metriéna konven-
cija. K njej je pristopilo 17 drzav. Metri¢nemu sistemu je bila na ta nacin
omogocena razsiritev po vsem svetu.

V Veliki Britaniji iz prestiznih razlogov dolgo niso hoteli sliSati za me-
triéni sistem in Se zmeraj ponekod uporabljajo svoj »imperialni sistem enot «,
denimo pri tocenju piva. Tako je leta 2008 obcinska inspekcija zagrozila z
globo lastniku poljske restavracije, ki je prodajal pivo v litrskih vrékih. Sam
predsednik britanske vlade je moral opozoriti birokrate, da imajo verjetno
kako pametnejse delo, kot je preganjanje litrskih posod. Sele potem je bil,
tudi zaradi ¢lanstva Zdruzenega kraljestva v Evropski uniji, postopek usta-
vljen.

ZDA, ki so bile v devetnajstem stoletju trgovinsko in tudi sicer zelo ve-
zane na Britanijo, kasneje pa so lahko zaradi svoje moci dosegle, da so se
drugi morali prilagajati njim, Se vztrajajo pri svojem povsem zastarelem
sistemu, ki temelji na britanskem imperialnem sistemu. Danes so, poleg
Liberije in Mjanmara (Burme) edine, v katerih metri¢ni sistem ni obvezen,
Ceprav uporaba pocasi naraS¢a. Npr.: ameriSka avtomobilska in druga in-
dustrija uporablja le metri¢ne vijake in v poslih z zvezno vlado ZDA morajo
podjetja skoraj obvezno uporabljati metriéni sistem.

Moc¢nikovi ucébeniki skoraj dosledno uporabljajo le avstrijske uradne
mere, in to samo tiste najbolj pomembne. Izjema je problemati¢ni mernik,
ki nastopa v Mo¢nikovi Racunici za slovenske Sole na deZeli v avstrijanskem
cesarstvy iz leta 1859, a — kolikor sem opazil — le v povezavi z denarjem,
tako da natan¢na vrednost mernika niti ni pomembna. Pred uvedbo metric-
nega sistema se je Mo¢nik, kot smo ze rekli, omejeval na najbolj pomembne
mere in se, kolikor sem opazil, ni preve¢ ukvarjal s pretvarjanjem vecjih sta-
rih enot v manjse in obratno. Verjetno je predvideval, da bo vse to kmalu
pristalo v ropotarnici zgodovine.

Moc¢niku je bila o¢itno prioriteta znanje ra¢unstva in matematike.

Naslednja njegova zelja pa je bila vzgoja gospodarnih, razgledanih in
odgovornih posameznikov. Veliko je nalog, v katerih nastopa poleg dobicka
tudi izguba — zaradi toce in pozebe v kmetijstvu ali smole pri trgovanju. V
racunicah imamo obrazce za letni ali mese¢ni obracun stroskov in dohodkov
— za gospodinjstvo, za kmetijo itd. Imamo tudi poslovne naé¢rte za obrtnisko
delavnico, za drevesnico ... Podobno znanje bi bilo zazeleno tudi danes.

Prehod Avstrije na metri¢ni sistem leta 1871 je Mo¢nika postavil pred
manjsi izziv. V knjigah, ki so izSle malo pred tem, je enostavno navedel
naloge tako s starimi kot z novimi merami. Uradno navodilo je bilo, da
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pred uvedbo uporabljajo stare, po uvedbi nove mere.

V metodi¢nih navodilih je Moé¢nik krasno navedel, s kakSnimi modeli in
metodami naj ucitelji ponazorijo nove mere. Pretvarjanje starih mer v nove
je bilo v drugem planu. Vseeno je njegova razlaga jasna in nedvoumna.
To ne bi mogli reci za socasne zapise v nekaterih drugih slovenskih tiskih.
Poglejte si recimo navodila za pretvorbo [10] v stanovskem glasilu pedagogov
Uciteljski tovaris iz leta 1875, pa boste laze razumeli, kako je Moc¢nik Strlel
dale¢ ven iz povprecja.

Moc¢nik kot prednost novega sistema poudarja:

Dalje je tudi to posebno vazno, da so nova imena vzeta iz tako
imenovanih mrtvih jezikov (latinskega in grskega jezika). To bo
gotovo pripomoglo, da se nova mera in vaga v kratkem vpelje med
vse izobrazene narode. Posebno vazno je pa Se to za naSe cesarstvo,
v katerem se po posameznih kronovinah in dezelah toliko razli¢nih
jezikov govori, da ne bo treba novih imen v vsak jezik posebej
prestavljati, pa tudi ne posameznih narodov zaliti s tem, da bi se
jim kak drugi ziveci jezik vsiljeval.

Ko smo ze pri primerjavah s starimi ¢asi, navedimo Se en pretresljiv
podatek iz drugega zivljenja Mocnikovih knjig. Predelava [9] srednjesolskega
Moc¢nikovega ucbenika iz leta 1910 vsebuje precej verjetnostnega racuna,
statistike in aktuarske matematike. S tabelami umrljivosti nas opozori, da
je Avstrija (in kasneje Avstro-Ogrska) v devetnajstem stoletju imela eno
starosti je umrlo med 25 in 31 odstotkov novorojenih. Ta zalostni rekord je
Avstro-Ogrska delila z Nem¢ijo in Rusijo. Stanje se je zacelo izboljSevati na
prehodu v novo stoletje. Mimogrede, po Unicefovi studiji [5, str. 71-92] sta
imeli ve¢ino devetnajstega stoletja Kranjska in Stajerska (skupaj z goratima
Tirolsko in Predarlskim) nizjo umrljivost dojenckov (22-24 %) kot Spodnja
Avstrija z Dunajem (24-34 %)?, vendar $e zmeraj zelo visoko v primerjavi z
Norvesko in Svedsko, kjer je bila umrljivost najnizja v Evropi in je znasala
»le« okrog 10 %. Za primerjavo: leta 2017 je v podsaharski Afriki do prvega
leta starosti umrlo pet (5) odstotkov otrok.

2V hribovitih pokrajinah je bilo veliko Ciste pitne vode, tako da so se kolera, tifus,
griza ... teze §irili. Otroci so bili v kmeckih druzinah tudi cenjena delovna sila. Na
Dunaju se je stanje izboljsalo, ko so materam zaceli deliti bone za mleko.
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G. Cardano, The Rules of Algebra (Ars Magna), Dover Publica-
tions INC., Mineola, New York 2007, 267 strani.

Knjiga Artis Magnae Sive de Regulis Algebraicis (na kratko » Ars Magnax,
prva izdaja 1545, druga izdaja 1570, tretja izdaja 1663) velja poleg Ko-
pernikove De Revolutionibus Orbium Coelestium (1543) in Vesaliusove De
Fabrica Humani Corporis (1543) za eno izmed treh najpomembnejsih znan-
stvenih del v renesansi. V njej je Girolamo Cardano (1501-1576), eden
izmed najvplivnejsih renesanc¢nih matematikov, polihistor in avtor ve¢ kot
200 znanstvenih del z razli¢nih podroéij (medicina, astronomija, astrologija,
filozofija, matematika idr.), klasificiral enacbe 3. in 4. stopnje in ne samo
prvi objavil, temve¢ tudi dokazal ter s konkretnimi zgledi ilustriral pravila
(postopke resevanja) za vsak razred enacb iz te klasifikacije. Delo, ki velja za
enega izmed mejnikov v razvoju matematike, so vedno visoko cenili, vendar
je postajalo vse teze dostopno, saj se je skozi stoletja ohranilo le v redkih
izvodih zgodnjih izdaj, pa tudi znanje latins¢ine se je izgubljalo'. Prevod v
anglescino je izSel Sele leta 1967 (ponatisa pa 1993 in 2007). Od takrat se
lahko z njim seznanijo tudi sodobni matematiki.? Danes bi ga karakterizi-
rali kot »elementaren« tekst s podrocja teorije enacb, ki velja za »izérpano«
podrocje, za Cardanove sodobnike pa je pomenilo pomemben prodor, saj so
pravila za reSevanje enach 3. in 4. stopnje matematiki zavzeto iskali kar ne-
kaj stoletij. Danes za resevanje kubiéne enacbe 23 +px 4 g = 0 uporabljamo

t. 1. Cardanove formule:

Enacbo az?® + bz? + cz + d = 0 lahko s substitucijo z = = + % prevedemo

v obliko 23 4 px 4+ ¢ = 0. V resnici je Cardano namesto ene same formule,

'Latins¢ina je — po Gutenbergovem izumu tiska s premic¢nimi érkami (1439), ki je v
Evropi omogo¢il masovno produkcijo knjig in Sirjenje znanja zunaj ozkega kroga elite ter
spodbudil pisanje knjig v nacionalnih jezikih, postopoma zacela izgubljati svoj privilegi-
rani status, ki ga je imela ves srednji vek.

2Kogar zanimajo stare knjige, lahko latinski izvirnik iz 1545 — stavljen v dveh vzpo-
rednih stolpcih, z bogato okraseno naslovnico in inicialkami ter kar brez ravnila na-
risanimi diagrami — najde na spletni strani www.filosofia.unimi.it/cardano/testi/
operaomnia/vol_4_s_4.pdf, ogled 19. 1. 2019.
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veljavne za vse kubiéne enacbe, v svoji knjigi podal in dokazal pravila za
resevanje vseh 13 razli¢nih tipov kubi¢nih enacb (po tedanji klasifikaciji, ki
ni dopuscala negativnih koeficientov). Izhajajo¢ iz opazanja, da so resitve
nekaterih enacb oblike 2 = a++/b, je s primerjavo iracionalnih delov njihovih
kvadratov in kubov znal pokazati, kateri enacbi tipa Mz? = 23 + N tak x
zadosca. Tako je npr. za resitev x = 2++/3 dobil enacho 3%332 =3 —i—i (str.
49). S tem je mocno presegel dosezke svojih predhodnikov in sodobnikov
na tem podroc¢ju, katerih prispevke je sicer korektno navajal in priznaval.
Velik korak naprej so pomenile tudi njegove metode, ki jih je sistemati¢no
razvijal in uporabljal tudi pri reSevanju enacb visjih stopenj. Tudi v tem
pogledu — da ni skrival ne svojih odkritij ne poti do njih — je bil veliko
pred svojim ¢asom; tedaj so namre¢ matematiki pogosto ljubosumno skrivali
svoja odkritja, da ne bi izgubili prednosti na matematicnih tekmovanjih, od
izida katerih so bile usodno odvisne njihove kariere. V tem smislu je Cardano
predhodnik Eulerja, ki je prav tako veliko pozornosti namenjal opisom, kako
je prisel do svojih rezultatov.

Za boljse razumevanje in vrednotenje Cardanovega prispevka je dobro
poznati 8irsi kontekst, zato na kratko preglejmo nekaj mejnikov v zgodovini
algebre pred Cardanom.

Omar Hajam, perzijski pesnik, filozof, matematik in astronom iz druge
polovice 11. stoletja, je v knjigi O dokazih problemov algebre in muqabale

klasificiral tipe kubi¢nih enaé¢b, v katerih nastopata monom in binom:

3 3

3 tar =b,23+b=azx,2® = ax+b, 2> +az® = b, 23 +b = az?, 2® = ax®+b,

in jih reseval z geometrijsko metodo, kot preseciscéa dveh stoznic (npr. para-
bole in kroga).?> Metodi al-jabr in al-mugabala sta v Italiji najprej postali
poznani po latinskih prevodih al-Khowarizmijeve Algebre, ki jih je priskr-

bel Gerard iz Cremone, ter po delu Leonarda iz Pise (Fibonaccija). Med

3V gornjih enacbah sta a in b vselej pozitivni &tevili (sicer bi imeli le dva tipa: brez
kvadratnega ¢lena, in brez linearnega ¢lena). Vsak tip enacbe zahteva nekoliko drugaéno
geometrijsko metodo (konstrukcijo). Tako npr. resitve enacbe x34pr = q oz. % +a? = %m

pyores vov 2 . ~ .
iscemo kot presecisce parabole y = £ in kroznice y 42 = 1.
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njunimi nasledniki je najbolj znan pisec aritmeti¢nih u¢benikov Luca Pa-
cioli, ¢igar knjigo » De divina proportione« (napisano 1496-98 v Milanu,
objavljeno 1509 v Benetkah) je ilustriral Leonardo da Vinci.

V 13. stoletju je razvoj matematike v Italiji mo¢no pospesil prehod iz
blagovne v monetarno trgovino. Razvilo se je ban¢nistvo, potreba po racu-
nanju obresti in dolgov. Namesto rimskih stevilk, ki so bile za ra¢unanje
prenerodne, so zaceli uporabljati arabske.

V Italiji, nekje od 13. do 16. stoletja, pred pojavom analiti¢ne geometrije,
so matematiki iskali eksplicitne resitve enacb tretje in cetrte stopnje. Svoje
reSitve so zapisovali verbalno, brez algebrajskega simbolizma, ki se pojavi
Sele kasneje.* Poznali so Ze recept za reSevanje kvadratne enacbe (Al Kho-
warizmi, Omar Hajam), po analogiji so iskali podobno metodo (formulo) za
reSevanje enach tretje in cetrte stopnje.

S kubi¢nimi in bikvadratnimi enacbami so se v Italiji ukvarjali: mojster
Benedetto iz Firenc, mojster Biaggio iz Firenc, Attonio Mazzinghi, Luca Pa-
cioli, mojster Dardi iz Pise, Scipione del Ferro, Niccolo Tartaglia, Girolamo
Cardano, Lodovico Ferrari, Rafael Bombelli idr.

Ker Se ni bilo razvitega matemati¢nega simbolizma, so uporabljali ne-
kaksno »retoricno algebro«. Vsak matematik je uporabljal svoje izraze ali
oznake za x, 2, z3, z* itd. Namesto formul, kot jih poznamo danes, so upo-
rabljali besedne opise postopkov, ki pripeljejo do resitev. Dostikrat so bili
razlozeni le na konkretnih stevilskih primerih.

Scipione del Ferro (1465-1526) iz Bologne je leta 1515 odkril resitev za
» reducirano kubicno enacbo« x® = px +q oziroma enacbo tretje stopnje brez
kvadratnega ¢lena. Kljuéni korak te metode je zelo domiseln trik: neznanko
nadomestimo z dvema parametroma, x = u + v, kjer v in v pametno izbe-
remo tako, da dobimo zanju sistem dveh enacb. Takrat so razlikovali med
tremi tipi reduciranih kubi¢nih enacb, ker so dopuscali le pozitivne koefici-
ente in pozitivne z: 3 4 pr = q, 3 = pr + ¢, 2> + ¢ = px. Resitvi za druga

dva tipa reduciranih kubi¢nih ena¢b je naSel Niccolo Tartaglia.

4Francois Vitte je v svojem delu In artem analyticem isagoge, 1591, prvi uporabil érke
za oznacevanje neznank in konstant v algebrskih enacbah.
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Resitve kubiénih enac¢b Scipiona del Ferra in Tartaglie je objavil Cardano
1545 v knjigi Ars Magna. Njune resitve je razsiril tudi na enacbe »brez
manjkajocih ¢lenov« (kot so npr. 2® + 6x? = 20z + 112, glej str. 141) in
objavil pravila za vseh 13 tipov kubi¢nih enacb z razli¢nimi kombinacijami
¢lenov razlicnih stopenj s samimi pozitivnimi koeficienti na obeh straneh
enacbe. Te enacbe so takrat obravnavali kot razlicne, ker se Se niso naucili
trika, vse ¢lene prestaviti na eno stran enacbe in na drugo stran zapisati
Stevilo ni¢, in ker niso uvideli, da »manjkajoci« ¢leni v resnici ne manjkajo,
ampak imajo koeficient ni¢. V isti knjigi je objavil tudi resitve za enacbe
4. stopnje svojega ucenca Lodovica Ferrarija (1522-1565). Vendar to ne
izérpa vsebine Cardanove knjige, v kateri je objavil tudi druge formule oz.
pravila. Tako npr. problem najti stevilo, enako vsoti svojega kvadratnega

korena in dvakratnika svojega kubiénega korena, resi prek reSitve x enache

6 _ .3 2 : . _ 1, 3) /2241 | 47 _ 3/ /2241 _ 47,
x” = x°+ 227, za katero izpelje izraz x = 5+ 5916 T 56 \/ 5016 — 547

iskano §tevilo je potem x® (str. 243).

Cardano, ki mu je njegov sodobnik Niccolo Tartaglia ocital, da je v tej
knjigi objavil formule, za katere mu je moral priseci, da jih nikoli ne bo, v
uvodu odkrito in korektno navede in priznava prispevke drugih matematikov
pri iskanju teh formul. Razlozi tudi, v ¢em je 8el dlje od svojih predhodnikov,
pojasni pa tudi metode, po katerih je prisel do svojih odkritij. V geometrijski
metodi dokazovanja, ki jo je, kot sam pravi, prejel od Tartaglie, je prepoznal
» kraljevsko pot, ki ji velja slediti v vseh drugih primerih« (glej str. 52). V
dokazih pravil se sklicuje tudi na izreke iz Evklidovih Elementov, predstavil
pa je tudi metode za odkrivanje novih pravil in metod resevanja enacb (glej
npr. VI. poglavje: str. 48-55, in XIX. poglavje: str. 180-181).

Tartaglia je mo¢no zameril Cardanu, da je objavil formule, ki mu jih je
zaupal. Zaradi tega ga je tudi javno napadel, ¢eS da mu je skrivnost zaupal
pod pogojem, da je nikoli ne izda. Stvar je §la tako dale¢, da je prislo do
javnega intelektualnega dvoboja med Tartaglio in Ferrarijem, ki pa se za
prvega ni iztekel najbolje. Cardano je, po danasnjih merilih, poSteno in

korektno citiral in priznal vsakomur, kar je odkril (glej npr. Poglavje I, str.
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7-9). Vendar je Cardano storil veliko ve¢ kot samo objavil neko formulo,
ki jo je nasel nekdo drug. Sam je nasel pravila za reSitve vseh tistih tipov
enacb 3. stopnje, ki jih drugi niso resili. O vsem tem je napisal tudi zelo

sistematic¢no in lepo strukturirano knjigo.

Cardanov prispevek je, poleg redukcije zapletenejsih tipov enach na pre-
prostejse — ki sta jih znala resiti ze Scipione del Ferro in Tartaglia — obsegal
tudi naslednje dosezke (glej Predgovor, str. xvi): i) Odkril in dokazal je
obstoj veckratnih korenov za razli¢ne vrste kubi¢nih in bikvadratnih enacb.
ii) Raziskal je relacije med resitvami razli¢nih enacb. Tako je npr. pokazal,
kako iz resitev enacbe 22 = 62416 dobimo resitve enacbe 22462 = 16 (tako
da resitvi prve enacbe priStejemo koeficient pri linearnem ¢lenu, torej 6, str.
56). iii) Pokazal je, da imajo doloceni pari enacb korena, ki se razlikujeta
le v predznaku. Tako je npr. 4 koren enacbe x> = 12z + 16, —4 pa koren
od 2% + 16 = 12z (str. 12). iv). Prepoznal je pomen in neizogibnost nega-
tivnih, pa tudi iracionalnih resitev. v) Obravnaval je tudi resitve, v katerih
so nastopali kvadratni koreni iz negativnih Stevil, ¢eprav se mu je njihova
narava zdela »sofisticirana«. Tako je npr. kot resitev problema, razdeliti 10
na dva sumanda, katerih produkt je 40, dobil 5 + /—15 in 5 — /=15 (str.
219-220).° Z vsem tem je Cardano prispeval moc¢an pospesek k neslutenemu

razvoju algebre v kasnejsih stoletjih.

Cardanovo izvirno besedilo je sodobnemu matematiku razmeroma tezko
razumljivo, iz ve¢ razlogov: 1. Napisano je v latinséini, ki jo danes znajo le
redki, potem ko so jo, po izumu tiska, postopoma zaceli izpodrivati nacio-
nalni jeziki. 2. Namesto nam domacih modernih matemati¢nih izrazov in
simbolov uporablja terminologijo in oznake tistega c¢asa, dostikrat pa tudi
dolgovezne besedne formulacije, znac¢ilne za obdobje » retoriéne algebre«. 3.
Sama tematika reSevanja enacb (z algebrai¢nimi formulami), ki je bila ta-
krat na samem robu raziskovalnega horizonta in eden pomembnih neresenih

problemov matematike, danes ne velja ve¢ za zelo zanimivo in zato tudi

5K odpravi predsodkov proti kompleksnih stevilom je odlo¢ilno prispeval svicarski ma-
tematik, fizik in astronom Leonhard Euler (1707-1783), ki je prikazal njihovo vestransko
uporabnost.
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metode reSevanja enacb, ki so privedle do teh formul, vecini matematikov
niso poznane. 4. Pri klasificiranju enac¢b (podobno kot pred njim npr. Omar
Hajam) uposteva predznake koeficientov (kar se z danasnjega zornega kota
zdi nepotrebno kompliciranje). 5. Dokaze pravil za resevanje ena¢b razliénih
tipov podaja z referencami na Evklidove Elemente, ki jih danes matematiki
ne poznamo tako dobro, kot so jih neko¢, formule, relacije in razmerja med
koli¢inami pa ilustrira z nekaksnimi diagrami, npr. pravokotniki, razdelje-
nimi na manjse pravokotnike (po vzoru »geometrijske algebre« islamskih
matematikov). 6. Dostikrat pove pravilo Sele potem, ko ga opise ob poseb-
nem Stevilskem primeru (kar se lahko zdi nenavadno, ¢eprav je pedagosko
po svoje utemeljeno). 7. Nekatera pravila poda brez dokaza. 8. Nekatera
mesta v besedilu so nejasna ali neto¢na (toda ustrezna pravila se na sreco
dajo rekonstruirati iz posameznih stevilskih zgledov).

In Se nekaj besed o strukturi in vsebini dela.

Knjiga obsega 40 poglavij. V vsakem poglavju je obravnavan drugacen
tip enacb. Te so dostikrat izpeljane iz problemov, npr. iskanja Stevila ali
para Stevil, ki ustreza dolocenim pogojem. Nekatera pravila so splosna,
nekatera pa partikularna, namenjena resevanju posameznih problemov.

Iz nekaterih osnovnejsih pravil izpeljuje druga pravila. Pri dokazih se
dostikrat nasloni na diagrame in sklicuje na izreke iz Evklidovih Elementov.
Pove, zakaj se vec¢inoma ne bo ukvarjal z ena¢bami, ki imajo stopnje visje od
3: » Narava tega ne dopusca.« (str. 9). V knjigi ne podaja samo eksaktnih
formul, s katerimi dobimo eksaktne resitve. Tako nam npr. eno od njegovih
pravil (str. 182-185) omogoc¢a najti zaporedje vse natan¢nejsih priblizkov k
reSitvam. Vsako pravilo oziroma postopek ponazori s primeri. Pravi, da se
teh pravil najlazje nau¢imo ob reSevanju problemov. Knjiga v tem pogledu
spominja na zbirke nalog za tekmovalce na matemati¢nih tekmovanjih. De-
jansko so se v renesansi matematiki pogosto pomerili med seboj v reSevanju
problemov oziroma enacb. Od izidov takih sooenj so bile pogosto odvisne
njihove kariere in ugled.

Zelo zanimivo je Cardanovo primerjanje reSitev razlicnih enacb. Tako
3 y

= az’+biny = x—a, potem je y>+ay® = ¢, kjer je ;=2

npr. dokaze: ¢e x p
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To pravilo ponagzori s primerom: ¢e reSitvi x = 2% enacbe z3 = 222 + 1(13—1

odstejemo a = 2, dobimo y = %, ki ustreza enacbi y3 + 222 = 6%, katere

konstantni ¢len ¢ = % je v enakem razmerju do konstantnega Clena b = 1%
prve enacbe, kot je razmerje y = % do x = 2% (str. 254-255).

Stvaritev moderne verzije starega znanstvenega besedila postavlja pre-
vajalcu zahtevne probleme (odlocati se je treba med novo in staro termi-
nologijo, treba se je odlo¢iti, kako interpretirati nejasne dele besedila in
v koliksni meri uporabljati moderne matematicne simbole ipd.). Angleski
prevod uporablja (namesto stare matemati¢ne terminologije Cardanovega
¢asa) moderne izraze ter (namesto Cardanovih oznak in dolgih besednih
opisov) moderno algebrai¢no pisavo, ki naredi besedilo veliko razumljivejse
sodobnemu matematiku. Branje angleskega prevoda olajSa seznam citatov
iz Evklidovih FElementov, na katere se Cardano v svojih dokazih sklicuje.

Cardanova knjiga se kon¢a z naslednjim citatom:

NAPISANO V PETIH LETIH. NAJ TRAJA
TOLIKO TISOC.
KONEC VELIKE UMETNOSTI
PRAVIL ALGEBRE
GIROLAMA CARDANA.

To Cardanovo plemenito upanje se bo uresnicilo le v primeru, da bodo
ljudje ohranili spostovanje do dragocenih starih knjig in revij in da jih bomo
kot dragoceno kulturno dediséino ohranjali tudi v tiskani, ne le v elektronski
obliki. Naj nas nase spostovanje do Cardanove » Velike umetnosti« spomni,
da so tudi v starih knjigah shranjeni zakladi in skrivnosti, ki jih ne gre

omalovazevati, temvec jih je treba na novo odkriti in prinesti na svetlobo.
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