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ALIKVOTNA ZAPOREDJA

Ce izberemo naravno 3tevilo a, lahko z njim kot prvim élenom $e na razne
nac¢ine naredimo neskonéno zaporedje naravnih Stevil

d) =a, azta:i,---,an; aﬂ+1' e {1}
Oglejmo si dve pravili, ki povesta, kako iz a pridemo do zaporedja (1).

Pravilo veékratnikov: 1z ¢&lena a, dobimo élen Ly tako, da élenu a,
pristejemo a. Torej za vsak indeks n = 1 velja

an+1

=a ta
Zato jea, =a, ta=a+a=2a.Natoay =a,+a=2a+a=3aitd. Zaporedje
(1) je tukaj

a,2a,3a,....,na, (n+1)a,..

sestavljajo pa ga vsi pozitivni veckratniki Stevila a. Pravilo veckratnikov je
preprosto, saj zaporedje (1) takoj lahko zapiSemo. Vidimo tudi, da so ¢leni vsi
med sabo razliéni in preseZejo vsako 3e tako veliko vrednost.

Pravilo deliteljev (alikvotno pravilo): Ce je pri indeksu n > 1 &len o -1,
jea, ., =1 Ce pa je a > 1, je ¢len a, .1 vsota vseh pozitivnih deliteljev za
a_, ki so manjsi od a.. Ker ima a, le konéno mnogo deliteljev, je a ., na
tanéno doloéeno naravno $tevilo. Zaporedje (1), ki ga dobimo iz a po pravilu
deliteljev, imenujemo alikvotno zaporedje $tevila a.

Napravimo nekaj zgledov.

Zgled 1. Naj bo a prastevilo p. Edina pozitivna delitelja za p sta 1 in p. Po
pravilu deliteljev je @, = 1 in potem a = 1 zaindeks n = 3. Prastevilu p pripa-
da torej alikvotno zaporedje

B Y, 1% (2)
Vsi Eleni od drugega naprej so 1. Ker je prastevil neskonéno, je neskoné&no
alikvotnih zaporedij oblike (2).
Zgled 2. Naj bo a = 6. Stevila 1, 2, 3, 6 dajejo vse pozitivne delitelje za 6.
Zato je po pravilu deliteljeva, =1+ 2+3=6.Kerjea, =a, =6, jea =6 za
vse indekse n. Stevilu 6 pripadajoge alikvotno zaporedje je

6,6,6,..,6,6, ..
Stevilo 6 ima tole lastnost: ko zanj uporabimo pravilo deliteljev, dobimo nazaj
Stevilo 6. Naravno Stevilo ¢, vecje od 1, je popolno, ée pravilo deliteljev iz ¢

napravi ¢. Poleg 6 so popolna Stevila e npr. 28, 496, 8128. Alikvotno zapo-
redje za popolno §tevilo ¢ ima vse élene enake
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BB B G (3)

Doslej so nasli okrog trideset popolnih $tevil. Ni 3e znano, ali je popolnih
Stevil le konéno ali pa morda neskonéno mnogo. Zato tudi ne vemo, koliko je
alikvotnih zaporedij oblike (3).

Zgled 3. Naj bo a = 220. 1z 220 = 2% 5.11 vidimo, daso 1, 2, 4,5, 10,
20, 11, 22, 44, 55, 110, 220 vsi pozitivni delitelji za 220. Ko ta 3tevila, razen
zadnjega, seStejemo, dobimo a, = 284. Ker je 284 = 22 71, so vsi pozitivni
delitelji za 284 zajeti v §tevilih 1, 2, 4, 71, 142, 284. Od tod je po pravilu de-
litelijev a3 = 1 +2 + 4 + 71 + 142 = 220. Alikvotno zaporedje za 220 je tako

220, 284, 220, 284, ..., 220, 284, ...

Stevili 220 in 284 sestavljata prijateljski par. Naravni Stevili a, b imenujemo
namreé prijateljski, ¢e pravilo deliteljev iz @ napravi b, iz b pa a. Alikvotno
zaporedje za tak prijateljski par je

a:0.8,0,. 800 (4)
QOdkrili so ze veé tiso¢ prijateljskih parov. Ne vemo pa, ali je prijateljskih
parov konéno ali neskonéno mnogo.

Zgled 4. Vzemimo a = 12. Dolo&anje ¢lenov alikvotnega zaporedja za 12
razberemo iz preglednice

indeks n Clena pozitivni delitelji za a
1 12 1,2,3,4,8,12
2 16 1,2,4,8,16
3 15 1,3,5,15
4 9 1,39
5 4 1,2,4
6 3 1.3
7 1 1

Podértana so vsakic Stevila, ki jih je treba sesteti, da iz a dobimo &, ,. Ker

jea; =1, jesevedaa = 1zan = 7. Alikvotno zaporedje za 12 je tako
12,16.15,9.4.3.1, ...,1.1, ... (5)
Naj bo zgledov dovolj.

Zgoraj smo videli, da v zaporedju ve¢kratnikov takoj poznamo vse ¢lene,
ko izberemo zacetni ¢len. Pri alikvotnih zaporedjih ni tako. Res je z izbiro
zacetnega Clena a alikvotno zaporedje za a natanéno dolodeno. Vendar pa v
zaporedju posamezen ¢len poznamo $ele, ko ga dejansko izraéunamo. To pa
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ze pri majhnih a ni zmeraj izvedljivo. More se namre¢ zgoditi tole: ko doloéa-
mo c¢lene a,, @3 in naprej, pridemo do ¢lena a, ki je tako velik, da je zanj v
razpoloZljivem &asu nemogoce poiskati vse delitelje. V takem primeru élena
a_., ne moremo izracunati in tudi o poznejsih &lenih ni¢esar ne vemo.

Ali lahko kljub temu o alikvotnem zaporedju kaj sploSnega izre¢emo?
Gotovo je, da pri vsakem a drZi ravno ena od obeh moznosti:

1) Obstaja tako naravno $tevilo m, da so vsi éleni alikvotnega zaporedja
za a manjsi od m.

2) Za vsako naravno $tevilo m so v alikvotnem zaporedju za a ¢leni, ki
so vedji od m.

Vzemimo, da je izpolnjena moZznost 1. Potem je a_ < m za vsak indeks
n in &leni

ay,ay, ... a, (6)

so neka izmed &tevil 1, 2, ..., m — 1. Ker je v (6) &lenov m in zanje na razpo-
lago kveéjemu m — 1 vrednosti, morata vsaj dva ¢lena biti enaka. Obstajata
torej indeksa j, k, 1 <j <k<m, ko jea, =a,.Najbostaj, k najmanjsa takina
indeksa in naj bo kK — j = t. Enakost a, = a, potem lahko zapidemo a, = a., ¢
Ce se &lena ujemata, se ujemajo tudi njuni delitelji. Po pravilu deliteljev je zato

aj+1.= ajyrﬂ' Ker je ; + r + 1=j+1+t, imamo dalje a(ﬂ =ai+1+‘t. |z te ena-
kosti po istem sklepu izhaja aj.+2 =804 Ko tako nadaljujemo, najdemo
a; =aj+t

41 " 142
842 "2+
(7)

e te—1) " Y (e—1)41

Enakosti (7) kazejo: skupina t &élenov
(8)

B8 qrenr B (1)

se ponovi, ko teée indeks élenov od j + t doj + 2t — 1. Iz zadnje enakosti v
(7) sledi e = @ 0p Torej smo spet na zacetku tabele (7) in éleni (8) se se
enkrat ponovijo, ko tece indeks od j + 2t doj + 3t — 1. To ponavljanje se nada-
ljuje. Alikvotno zaporedje je torej od clena a naprej periodiéno, periodo
sestavljajo ¢leni (8), dolZina periode je t.

Alikvotna zaporedja, ki smo jih obravnavali zgoraj med zgledi, so vsa pe-
riodiéna. V (2) in (5) se ponavlja 1, v (3) pa ¢, dolzina periode je ena. V (4) se
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ponavljata a, b, perioda ima dolZino dve. Naj omenimo, da je znanih nekaj
alikvotnih zaporedij, ki imajo dolzine period 4, 5 in 28. Na dolzine period,
razliéne od 1, 2, 4, 5, 28, doslej 3e niso naleteli.
8e nekaj besed o moznosti 2. Matematika E. C. Catalan (1814—1894)
in L. E. Dickson (1874—1954) sta menila, da moznost 2 sploh ne more nastopi-
ti. Seveda bi potem zmeraj drzala moznost 1 in bi vsako alikvotno zaporedje
bilo periodiéno. Vendar ta domneva doslej ni bila dokazana, pa tudi ne
ovrzena. Vprasanje, ali obstaja kaksno alikvotno zaporedje, za katero velja
moznost 2, je $e brez odgovora.
JoZe Grasselli





