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PITAGOREJSKE N-TERICE

Pitagorejsko trojico imenujemo trojico naravnih Stevil (xq,zz.xa), ki redi-
Jjo enacbo

z . 2 _ .32
Lo el S

Bralec gotovo ve, da se imenuje po Pitagori zato, ker imamo koli¢ine x,, x,
in x, lahko za dolZine stranic pravokotnega trikotnika. Vse re3itve zgornje
enacbe v okviru naravnih Stevil dobimo po znanih formulah

x, = 2pq » x3 = K(p-q ) » x4 = Kp +q") (1)

kjer so p, g in K poljubna naravna Stevila in p > g. Ce vzamemo ¥ = 1, od p
in g pa eno liho in eno sodo 3tevilo, dobimo tako imenovane primitivne pita
gorejske trojice, to je take, pri katerih 3tevila =,, =, in =, nimajo skup-
nega faktorja (glej npr. Presek 1977/78, str. 196). Namesto treh bi lahko
iskali §tiri naravna 3tevila, ki imajo lastnost, da je vsota kvadratov prvih
treh enaka kvadratu etrtega 3tevila
2 2 2 2
Ty kb i, =y
Lotimo se 5e splodnejsega problema. Vzemimo poljubno naravno Stevilo n > 3
in imenujmo pitagorejsko n-terico nabor n naravnih 3tevil (z,.x5.....7n)-
ki resijo enacho
2
.r,+.r§+...+;l::__1=.r: (2)
Nasa naloga bo najti kak3no pitagorejsko n-terico. Ma prvi pogled je videti,
da smo si zastavili teZko nalogo, vendar bomo videli, da se da sorazmerno
lahko najti kar precej reiitev.

Zgornjo enacbo bomo najprej nekoliko preoblikovali. Namesto kolilin =, =,

L5 -.-s X, vpeljimo koli€ine u,, gy -oon ¥, 5. v in z take, da velja
X, Ty, * 8
L= e B
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b 4 = e b ¥ ghithg

Vsaki n-terici [x1,x2,‘..,xn) ustreza natanko ena n-terica (u1,u2,...,un_2,

v,2), kajti brz lahko izrazimo nazaj nove koliline s starimi:

u, =z, tx, X,
Uy =z v, -,
Up o = %p o Y&y 4 "y
vom [l = (n=B)e, . wim, o ¢ s ~iESE,

o Cemer se ni teZko prepricati. Pri tem je treba povedati, da kaksna od ko-
i8N wys uyy «.vy 4, 4> v in z lahko tudi ni pozitivmo Stevilo, Zeprav so
Zys Zys ... &, vsa pozitivna Stevila. Ce sedaj zveze (3) vstavimo v enatbo
(2), no krajSanju dobimo

_ .2 2 2
vz = u] tuy + ... vuw o+ (n-3)z

Namesto enacbe (2) moramo torej rediti to enafbo v okviru celih Stevil. Ker
_morajo biti =,, 2, ..., T, pozitivna Stevila, se omejimo na to, da tudi ko

ligine u, . u,s +.., u _,. v in z vzamemo za pozitivna cela Stevila, s Cimer

n-2
zaradi (3) zgornjo zahtevo aotovo izpolnimo. Reditve, ki bi jih dobili take,
da bi bila kaksna od koli€in w . . ..., u, ,, v ali z negativna ali nic,
nas ne bedo zanimale. Saj nam ne gre za to, da bi nasli prav vse reditve.
Zgornjo enacbo lahko pisemo tudi v obliki

v = {uf + ui * osn u;_z + (n=3)2%/(23) (4)
Videli bomo, da lahko dobimo veliko reditev te enacbe. Tim vecji je n, tem
bogatejsa je mnoZica reditev. Oglejmo si samo nekatere od moinih poti do ne

katerih reditev enacbe (4) in s tem potem do reiitev prvotne enacbe (2).
Izberimo najprej = = 1; tedaj imamo
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e 2 2 2 -
v (u1 tul oo vl 4 (n-3))/2

in vidimo, da moremo kolifine u_ , u,, ... in w, izbrati €isto poljubno,
le da je vsota v oklepaju sodo §tev110 To pa doseiemo na primer tako, da
izberemo za u  sodo Stevilo, Stevila w,, u_. ..., u _ pa so vsa liha, si-
cer pa ¢isto poljubna. Namreé e je n sodo stevilo, Ee R T uz kot
vsota lihega 3tevila 1ihih Stevil tudi sama 1iho 3tevilo, tdko pa JE tud1
Stevilo n-3. Ce pa je n 1iho 3tevilo, je u? + ..o+ “n-z sodo Stevilo, kakr
3no pa je tudi Stevilo »n-3. Iz zvez (3) dobimo potem iskane n-terice

T, =uU +1
z “u +1
2 2
x = +1
-2 n-2
xr S Fw Fass b + (w2 + ... +u2 + n-3)/2
n-=1 1 2 n-2 4 n-2
# = +1
n n-1

Ce uvedemo parametre q; = U +1,za<=1,2, ..., n-2, dobimo preglednej-
$e obrazce

B =g
®, =q,
(5)
Fnz ” oz
2 2 2
= . (q tq. hadigl 1)/2

z [q1 + q2 T 2 qinz +1)/2

(§1 - liho 3tevilo, q,, ..., q,_, pa soda 3tevila, veéja od 1)

Dobili smo n-2 parametriéno resitev, ker Stevila g, ... lahko poljub-

¥ qn—z
no izbiramo, paziti moramo le na dogovor o parnosti.

Ha podoben naéin bi lahko odbili 3e druge re3itve, ena je na primer tale:
za u, vzamemo naravno 3tevilo nasprotne parnosti, kot je Stevilo n, za u,,
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ligs ees My, 5 D@ VZamemo Stevila iste parnosti, kot je n. Prepricaj se sam,

da je tedaj zopet v naravno Stevile, in sestavi obrazce za x,, ..., x,.

Iz dobljenih izrazov (5) lahko naredimo enostavnejse, vendar manj splosne
reSitve. Ena takih moznosti je, Ce izberemo g, = 2k + 1, ¢, = g, = ... =

Sodh o = Bhi s 1, 2, ..., tedaj dobimo naslednje pitagorejske n-terice

g, = 2n2WR 4 2% (k=1,2,3, ...)

n

Sl 2{n-2}k2 + 2k + 1

Dobili smo torej enoparametriéno druzino reitev, saj lahko samo Stevilo k
izbiramo 3e poljubno. Z nekoliko domidljije lahko zopet sam dobis Se kakine
posebne obrazce.

Zgornje reditve smo dobili pri privzetku, da je z = 1. Na podoben naéin do-
bimo reditve tudi za primere. ko postavimo = = 2, = = 3, itd.

Oglejmo si 3e eno zelo splosno resitev. ki jo dobimo tako, da postavimo v
2 . . = o
(4): 2 = 2n dinwy = Zmr;y 22 € =1, 2, ..., n-2. Pri tem so m in »,, r,.
Tys «..a 7, Doljubna naravna Stevila. Zaparameter v dobimo izraz
v = r’? R SIDUU S S Y

2 n=-2

katerega vrednost je gotove naravno Stevilo. Zaradi laZjega pisanja uvedimo

oznake p; = r; +m. 7 = 1, 2, ..., n-2, nakar preko zvez (3) dobimo
Py, = 2mp1 Py .
”:z = Z”pz
(7)
.!!—2 N Zmpn—a
2 2 2
‘rn—1 = Pa * pz T + pn-—a = m
= + Fpt o+
Lo =Pyt Pa Pr-z 1
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kjer so p,s Pys -.-s Py, in m poljubna naravna Stevila, le da je p; 2 m+1,
zai=1,2, ..., n=1 (glej, kako smo vpeljali koligine p;). Za pitagorejske
n-terice smo torej dobili reSitve, v katerih lahko n-1 parametrom izbiramo
Se poljubne vrednosti. Ce pa upoStevamo dejstvo, da vse te kolicine lahko
Se pomnoZimo s skupnim faktorjem %, dobimo celo n parametricno resitev, to-
rej zares bogato mnoZico.

Oglejmo si e nekaj posebnih primerov zgornjih rezultatov. Ce je » = 3, gre
za obiajne pitagorejske trojice. Zanje dobimo iz (7)

i L g
4 mMps Xy =P m, Zy=Pp m

kjer smo pisali p = p,. Pri tem sta p in m poljubna, le p > m. Ce te zveze
pomnoZimo Se s skupnim faktorjem ¥, dobimo na zacetku omenjene reditve (1).
Iz (6) pa dobimo naslednje trojke:

2, =2+l @, =% 4% oz =%+l k=1,2, ...

ki so najbri tudi Ze komu poznane. Iz njih dobimo na primer trojke (3,4,5),
(5,12,13), (7,24,25), itd. Yendar seveda ne vseh, npr. trojke (8,15,17) ne
dobimo na ta nacin.

Vzemimo 3e primer n = 4. Iz zvez (5) dobimo naslednje pitagorejske cetvorke

Ty = 44

Ty T 4y

2, = (a3 +q2 - 1)/2

xZ, {q?+q§+1)/2

"

kjer je q, 1iho 3tevilo, g, pa sodo ali obratno. Zveze (6) nam dajo reSitve,
ki jih lahko piSemo v obliki
Ty =k
x, =k +1
£ R O
x, = k(k + 1)

o = R+ 1) + 1
saj sta §tevili k in k+1 nasprotne parnosti. Dobili smo zelo preprost obra-
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zec, ki nam da cetvorke (1,2,2,3), (2,3,6,7), (3,4,12,13), itd. ZapiSimo Ze
obrazec, ki ga dobimo iz (7)

z, = 2mp
x, = 2mg
2 " N (p >m, g >m)
wLEg Eg -m

2 2
x,=p +gqg +m

kjer smo pisali p = p, in g = p,. Za 3tevila p, ¢ in m lahko izbiramo polju
bna naravna Stevila, le na pogoj na desni moramo paziti.

Problem iskanja pitagorejskih Cetvork lahko tudi geometrijsko obarvamo. 13-
Cemo take kvadre, ki imajo za dolZine stranic naravna Stevila a = z,, b =

o» e = @y, pri katerih ima tudi telesna diagonala celoStevilsko dolZino
d =,. Sicer pa tudi pri drugih geometrijskih problemih pogosto nastopajo

=x

izrazi oblike fo ¥ xi + x; in zlasti sestavljalci raznih nalog pogosto ra
di izberejo za x,, x, in z, taka ce1q_§teviTa. da je tudi koren celo Stevi-
lo. Tak primer je na primer v 1% + 2% + 2% |

Zapisimo nazadnje nekaj pitagorejskih cetvork, ki jih dobimo iz nekaterih

zgornjih obrazcev. Zaradi boljse preglednosti so urejene v smislu: =, <z,
Sz, £z, . 3ralec si bo sam naredil podobne tabele za nekaj pitagorejskih
peterk, Sesterk, itd.

;c1 .1:2 .‘J’.‘3 .14 :L“I :cz .1:3 :cq
1 2 2 3 2 6 ] 1
1 4 8 9 6 6 7 1
2 3 6 7 3 4 12 13
2 4 4 6 2 5 14 15
4 4 7 2 i oy e
3 6 6 - e N ) PP
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