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SYLVESTROV IZREK

1. Eden od osnovnih aksiomov geometrije pove, da dve (razliéni) tocki
doloc¢ata natanko eno premico, ki ji pravimo zveznica teh dveh tock. Kaj
pa, ¢e imamo namesto dveh ve¢ tock? Denimo, da je tock n. Vsako izmed
njih lahko povezemo s katerokoli izmed preostalih n — 1 tock in dobimo
tako n—1 zveznic, ki izhajajo iz izbrane tocke. Ker je vseh tock n, je vseh
zveznic n-krat toliko, se pravi n(n —1). Toda pri tem smo vsako zveznico
steli najmanj dvakrat, saj dobimo isto premico, ¢e zvezemo tocko T s
tocko R ali pa R s T. Zato je vseh zveznic kve¢jemu polovico toliko, torej
kve¢jemu enako

Ce so npr. nase tocke ogliséa n-kotnika, so zveznice stranice in diagonale
tega veckotnika (slika 1) pravzaprav premice, na katerih leZijo stranice in
diagonale. Stranic je n, diagonal pa n(n — 3)/2, skupaj torej

n(n —3) _ n(n—1)

n+ 5 2 .

v skladu z obrazcem (1). (Sestkotnik na sliki ima 6 stanic in 9 diagonal.
Vseh premic, ki vezejo po dve izmed Sestih oglisé, je torej 6 +9 = 15.)

Slika 1.

Seveda niso vse zveznice vselej med seboj razlicne. Zato daje izraz
(1) le najvecje Stevilo premic, ki jih doloéa mnozica n tock. V skrajnem
primeru, ko lezijo vse tocke na isti premici p (rekli bomo, da so tocke tedaj
kolinearne), je zveznica ena sama, namreé premica p.
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Denimo zdaj, da nase tocke niso kolinearne. Ali se dajo morda tako
izbrati, da gre vsaka premica, ki veze dve izmed teh tock, vsaj se skozi
eno izmed izbranih tock, da torej lezijo na vsaki zveznici najmanj tri tocke
iz nase mnozice? Angleski matematik J. J. Sylvester je pred dobrimi sto
leti postavil trditev, da taka konfiguracija totk ni mogo¢a. Velja namreé
naslednji izrek:

Izrek 1. (Sylvester). Ce vzamemo poljubno konéno mnozico
tock, ki niso kolinearne, obstaja vsaj ena premica, na kateri lezita dve
in samo dve tocki te mnozice.

Ni znano, ali je imel Sylvester za svojo trditev tudi dokaz. Prvi je
izrek 1 dokazal T. Gallai kakih 40 let pozneje. Tu pa si bomo ogledali
preprost dokaz, ki ga je nasel L. M. Kelly.

Naj bo

T={T1,Tz,...,Tu}

mnozica n tock, ki niso vse na isti premici. Od tod sledi, da je njihovo
stevilo najmanj 3, torej n > 3. (Dve tocki sta namre¢ vedno na isti
premici.) Zaznamujmo s P mnozico vseh premic, ki vezejo po dve tocki
iz mnozice 7. Ker naSe tocke niso kolinearne, ni v mnozici P samo ena
premica, temve¢ jih je vec.

Katerokoli premico iz P vzamemo, obstaja vsaj ena tocka iz T, ki ne
lezi na njej. Med temi tockami je ena najblizja nasi premici (najblizjih
tock je lahko tudi ve¢). Zdaj pa poiséimo med vsemi premicami mnozice
P tisto, pri kateri je razdalja do najblizje tocke iz mnozice T najmanj3a.
Imenujmo to premico p. Toéka iz 7, ki ne lezi na p, ji je pa najblizja, naj
bo T (slika 2). Katerokoli premico vzamemo iz mnozice P, je najblizja

totka iz mnozice T od nje bolj (ali kvegjemu enako) oddaljena kakor tocka
T od p.
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Razdaljo tocke T od premice p dobimo tako, da iz tocke T' spustimo
pravokotnico na premico p. Ce je R preseéisée pravokotnice s p, je razdalja
d totke T od premice p enaka dolzini daljice TR, torej d = TR (slika 2).

Ker pripada premica p mnozici zveznic P, sta na njej vsaj dve tocki
iz mnozice 7, npr. tocki 77 in T5. Najprej bomo ugotovili, da lezita
T; in T5 na premici p na nasprotnih straneh tocke R. Denimo namrec,
da sta T} in T na isti strani in je npr. T} bolj oddaljena od R kakor
Ty, tako da je vrstni red tock taksenle: TiToR (slika 2). (Tocka T, se
lahko ujema z R.) Premica p’, ki veze T in T}, je ena izmed premic
druzine P, tocki T" in T} namreé obe pripadata mnozici 7. Razliéna je od
premice p, saj tocka 7" ne lezi na p. Kaksna je razdalja tocke Tp od p'?
Ta razdalja je enaka dolzini daljice T5S = d’, kjer pomeni S presecisce
pravokotnice iz T» na premico p’. Oglejmo si zdaj trikotnika 7} RT in
T1T5S na sliki 2. Oba sta pravokotna, pri ogliséu 7 pa imata skupen ostri
kot in sta si zato podobna. (Dva pravokotna trikotnika, ki se ujemata v
enem ostrem kotu, se ujemata v vseh treh kotih in sta si zato podobna.)
Ker je hipotenuza T} 75 trikotnika 71755 del katete T} R trikotnika Ty RT
(oziroma enaka tej kateti, ¢e tocki R in T, sovpadata), v pravokotnem
trikotniku pa je kateta manjsa od hipotenuze, je zato hipotenuza T;75
trikotnika T 755 manjsa od hipotenuze T7T trikotnika T} RT. Enako velja
potem za enakolezne katete. Zato je kateta ST, = d’ prvega trikotnika
manjsa od katete TR = d drugega (obe ti kateti lezita nasproti kotu
pri ogliséu 77). Dolzina daljice ST> = d' pa pomeni razdaljo tocke T)
od premice p’ in je potemtakem tocka T, blize premici p’ kakor toc¢ka T
premici p. Tako smo prisli do protislovja, saj smo izbrali v druzini zveznic
P tisto premico p, pri kateri je razdalja od najblizje tocke iz mnozice
T najmanjsa. Zato T} in 7% nista na isti strani tocke R, temve¢ na
nasprotnih straneh. Ker sta 77 in 75 poljubni tocki iz mnozice T, ki
lezita na premici p, sklepamo, da na p razen T; in 75 ni nobene druge
tocke te mnozice. Ce bi namrec¢ tudi tocka T3 lezala na p, bi morali biti
bodisi T in T3 bodisi 75 in T3 na isti strani tocke R. To pa, kakor smo
videli, ni mogoce. Tako smo nasli premico p, na kateri sta natanko dve
tocki mnozice 7, in s tem dokazali Sylvestrov izrek.

2. Izraz (1) pove, kolikéno je najvecje Stevilo zveznic pri mnozici n tock.
Lahko jih je manj. Pri kolinearnih tockah je zveznica ena sama. Denimo
zdaj, da tocke niso kolinearne. Koliko je tedaj najmanj razliénih zveznic?
Na to vprasanje daje odgovor naslednji izrek:

Izrek 2. Mnozica n tock, ki niso na isti premici, doloca najmanj
n zveznic.
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Izrek 2 bomo dokazali s popolno indukeijo. Mnozica nekolinearnih
tock vsebuje vsaj tri tocke in je zato n > 3. Naj bo najprej n = 3.
Tri nekolinearne tocke so ogliséa trikotnika, ki ima tri stranice. V tem
primeru so zveznice tri in izrek 2 pri n = 3 velja.

Denimo zdaj, da smo izrek dokazali za kak n > 3. Vzemimo mnozico
n + 1 nekolinearnih tock 7 = {11, T5,.... Ty, Ty+1}. Po izreku 1 obstaja
taka premica p, na kateri lezita dve in samo dve tocki te mnozice. Naj
bosta ti dve tocki T}, in T}, +1. Odstranimo iz mnozice T tocko T}, in
si oglejmo mnozico preostalih tock 7' = {T,Ts,...,T,}. Dve moznosti
sta:

a) Tocke mnozice T’ so kolinearne.
b) Tocke te mnozice niso kolinearne.

Obravnavajmo najprej primer a). Ker so tocke iz 7' kolinearne, lezijo
vse na isti premici, ki jo imenujmo ¢. Tocka T, ne lezi na njej, saj tocke
mnozice T niso kolinearne. Ce zvezemo Tyhy1 z vsemi n tockami mnozice
T’, dobimo n razliénih premic. Vse so zveznice po dveh totk mnozice 7.
Ker je tudi premica g, na kateri lezijo tocke iz mnozice 7', ena od zveznic,
dolo¢ajo totke mnozice 7 v tem primeru natanko n + 1 zveznic.

Oglejmo si zdaj moznost b). Ker tocke iz 7' niso kolinearne, njihovo
stevilo pa je n, dolo¢ajo vsaj n premic, saj smo privzeli, da izrek 2 za n
tock velja. Med te zveznice ne sodi premica p, ki veze 1), in T, 1. Na njej
lezita le dve toc¢ki iz mnozice 7, namre¢ T}, in T}, 1, od njiju pa je samo
prva v mnozici 7', druga T},.1 pa ni. Ker je p zveznica dveh tock mnozice
T, imamo tudi v tem primeru najmanj n + 1 zveznic, namre¢ najmanj n
zveznic tock mnozice 7' in Se premico p.

Zato velja izrek 2 za n+ 1 tock, ce velja za n tock. S tem smo dokaz
koncali.

3. Vzporedne premice imajo isto smer. Nekatere zveznice, ki jih doloca
mnozica n tock, so lahko med seboj vzporedne in je zato véasih smeri
manj, kakor je razliénih premic. Zastavimo si vprasanje: Koliko je naj-
manjse Stevilo razliénih smeri pri n tockah? Seveda spet izvzamemo
primer kolinearnih tock, saj je tedaj zveznica ena sama in tudi smer je
ena sama.

Tri nekolinearne tocke so ogliséa trikotnika, ki ima tri stranice in zato
tudi tri smeri.

Izberimo zdaj Stiri tocke T, Ts, T3 in T} tako, da so oglisca parale-
lograma (slika 3). Zveznic je Sest, namreé Stiri stranice in dve diagonali.
Nasprotni stranici pa sta v paralelogramu vzporedni in imata zato isto
smer. Potemtakem dolo¢ajo oglisca paralelograma stiri smeri: dve smeri
nam dajo stranice, dve diagonali.
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Slika 3.

Dodajmo k nasim §tirim tockam Se presecisce diagonal kot peto tocko
T5. Ker se stevilo zveznic z dodano toéko ni povecalo, imamo zdaj pri
petih tockah stiri smeri.

Brez tezave se prepricamo, da dolo¢ajo stiri nekolinearne tocke naj-
manj Stiri smeri. Pravkar pa smo videli, da lahko izberemo pet tock tako,
da so smeri samo &tiri. Stevilo 4 je sodo, 5 liho. Odgovor na vprasanje,
koliko je najmanj razliénih smeri pri n tockah, je odvisen od tega, ali je
n sod ali lih.

Izrek 3. Mnozica tock, ki niso kolinearne, njihovo Stevilo n pa
Jje vecje od 3, dolo¢a najmanj n razliécnih smeri, ¢e je n sod, in n — 1
razliénih smeri, ¢e je n lih.

Dokaz tega izreka je precej zahteven, namre¢ bolj kakor pri prejsnjih
dveh, in ga zato tu ne bomo navedli. Pokazimo le to, da zadostuje dokaz
za sodo stevilo tock.

Denimo namreé, da izrek 3 velja za sodo stevilo toék. Naj bo zdaj
T mnozica n nekolinearnih tock, kjer je stevilo n liho in vecje od 3, torej
n > 5. Iz T izberimo n — 1 tock, ki ne lezijo na isti premici. Ker je
gtevilo n — 1 sodo in veéje od 3, izrek za to mnoZico, ki jo imenujmo 7,
velja. Torej dolo¢a 7’ najmanj n— 1 smeri. Prvotna mnozica T pa dolo¢a
kve¢jemu ve¢ smeri, torej najmanj n — 1. Zato velja na§ izrek prav tako
za lihe n.

Pri vsakem n > 3 obstaja konfiguracija n nekolinearnih tock, pri
kateri je stevilo razliénih smeri najmanjse, se pravi pri sodem n enako n,
pri lihem n pa n — 1.

Denimo najprej, da je n sod. Izberimo poljubnih n — 1 tock T3,
Ty, ..., T,—1 na isti premici p, n-to tocko T,, pa kjerkoli, da le ni na tej
premici p (slika 4, kjer je n = 6). Premica p in zveznice T\T},, ToT),

..y T, 1T, dologajo n razliénih smeri. Ker so to vse moZne zveznice pri
izbrani mnozici tock, drugih smeri ni.
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Slika 5.

Ce je n lih in vecji od 3, ga lahko pisemo v obliki n = 2k + 3, kjer
je k celo stevilo, k > 1. Izberimo najprej n — 1 = 2k + 2 tock tako, da
sestavljajo ogliséa k paralelogramov, pri ¢emer imajo vsi ti paralelogrami
skupni dve nasprotni ogliséi T} in 1,1, torej tudi eno skupno diagonalo,
namrec zveznico T T, (slika 5). Druga diagonala vsakega od teh para-
lelogramov naj lezi na premici ¢, tako da sta drugi dve oglisci vsakega od
k paralelogramov na njej. Vseh oglisé je 2k + 2; dve ogliséi sta namre¢ Ty
in T),_y, ogliséa T5, T3, ..., Th_2, teh je n — 3 = 2k, pa leZijo na premici
q. Kot zadnjo toéko T}, izberimo presecisce diagonale 777}, in premice
q, tako da je potem vseh tock 2k + 3 = n. Stranice teh %k paralelogramov
dolo¢éajo 2k smeri, diagonali dve, torej imamo skupaj 2k 4+ 2 = n — 1
razliénih smeri. Slika 5 prikazuje primer, ko je k = 2. Paralelograma sta
dva, namreé¢ T71T5TsT3 in T1T4T5T5, tock je 7, vseh razliénih smeri pa 6.

Tvan Vidav
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