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OBRAT EULERJEVEGA IZREKA

Ozna&imo z r in p dolZini polmerov o&rtane in v&rtane kroZnice danega
trikotnika ABC. Ze v osemnajstem stoletju je velik matematik Leonhard
Euler (1707 - 1783) dokazal, da razdaljo d med sredis&ema obeh kroZnic
lahko izrazimo s formulo

d?2 =2 — 2pr (1)

ki se zdaj po njem imenuje (taksnih formul je %e nekaj!). Oglejmo si dokaz
te formule, ki nam bo omogogil utemeljiti zanimiv "obrat” lastnosti (1):

Slika 1

Ozna&imo z O in V sredi&i ortane in v&rtane kroZnice trikotnika ABC
in poloZimo skozi O in V premer M N o&rtane kroZnice. Spustimo pravokot-
nico VD nastranico BC, kotnosimetralo CV trikotnika ABC pa podaljsajmo
do se&ia P z o&rtano kroZnico. Nato na&rtajmo e vig§ino OE enakokrakega
trikotnika PBO. Seveda E razpolavlja osnovnico PB, torej velja

| PB | =2 PE | (2)

Ker je sredi&ni kot POB nad tetivo PB dvakrat ve&ji kot obodni kot PCB
nad isto tetivo, velja Ze



265

4 POE = %{POB =£PLE (3)

Primerjajmo zdaj kota BV P in VBP. Upostevajmo, da je prvi zunanji kot
trikotnika BCV/, da sta BV in CV kotni simetrali trikotnika ABC in da sta
ABP in ACP obodna kota nad isto tetivo AP, pa dobimo

¥BVP = «VBC+ «BCV =
=4VBA+ 4€ACP =
=4<VBA+4<ABP =4VBP

Od tod sledi enakost
['PB = [V (4)

Togki M in N smo doloéili tako, davelja | MV |=r+din |VN|=r—d
ali obratno, zato po izreku o sekantah dobimo

|PV|-|VC|=|MV]| |VN|=r?-d? (5)

Iz (3) preberemo, da sta pravokotna trikotnika PEO in VDC podobna, zato
velja

p Ve |=|VD|xIVC |=|PE:|PQ|=tPE|: r (8)
od koder z uporabo (2), (4) in (5) dobimo iskano formulo
200=2|PE|-|VC|=|PV|-|VC|=r?-d?

Dokaz enakosti (1) je s tem kon&an, bralec pa bo brez teZav iz (1) izlu¥cil 3e
oceno

r>2p

in ugotovil, da v njej nastopi ena&aj natanko takrat, kadar je trikotnik ABC
enakostranicen.

Zdaj je na vrsti obrat lastnosti (1):
Predpostavimo, da razdalja d med sredi¥€ema kroZnic s polmeroma
dol¥ine r in p zado3Za enakosti (1). Potem velja

r>2p in (r=p=p2+d?>d?
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Od tod sledi r > p + d, torej kroZnica s polmerom p leZi znotraj kroZnice s
polmerom r. Ponuja se naslednje vprasanje: Ali obstaja kak trikotnik, ki mu
je ve&ja kroZnica o&rtana, manj%a pa v&rtana? Ne le, da je odgovor prtrdilen,
velja ¥e ved:

Vsak trikotnik, ki je v&rtan ve&ji kroZnici in se z dvema stranicama dotika
manjse, je njej olrtan.

Utemeljitev te trditve bomo oprli na dokaz formule (1): Vé&rtajmo v
ve&jo kroZnico s sredi¥€em O trikotnik ABC, ki naj se s stranicama AC in
BC dotika manjge kroZnice ssredi¥€em V. Totke M, N, P, D in E postavimo
tako kot pri dokazu zveze (1). Prav tako lahko ugotovimo, da veljajo lastnosti
(2), (3), (5) in (6). ZdruZimo (1) in (5) v

| PV |- |VC|=2pr

iz (6) vzemimo | PE | - | VC | = pr in iz dobljenih enakosti preberimo
| PV | =2| PE |. Uporabimo %e (2) in dobimo | PV | = | PB |, torej tudi

*BVP =<4VBP

Slika 2

Od tod zaradi enakosti < PCB = < ABP sledi



267

4<VBA=<4VBP - 4$ABP=<4BVP - g<PCB =4VBC

kar pove, da je BV kotna simetrala trikotnika ABC. Torej je le-ta res o&rtan
manj&i kroZnici, kot smo trdili.
Pravkar dokazano lastnost ilustrira slika 2.

Sklenimo sestavek z nalogami:

1. Sredi¥e kroZnice, ortane danemu trikotniku, leZi na njegovi vértani
kroZnici. Kolik¥no je razmerje dolZin polmerov obeh kroZnic?

2. Poid¢i potreben in zadosten pogoj za obstoj pravokotnega trikotnika,

ki je v&rtan kroZnici s polmerom r in hkrati o&rtan kroZnici s polmerom p.
3. Vdanem kvadratu leZi ma-

nj3i kvadrat, katerega osnovnica leZi
na sredini osnovnice ve&jega kvadra-
ta (Glej sliko 3). Obema o&rtamo
kroZnici. DokaZi, da sta enakovre-
dni naslednji izjavi:

a. Obstaja trikotnik, ki mu je
ve&ja kroZnica ofrtana, manj%a pa

vértana.

b. Sredi¥¢e ve&je kroZnice leZi
na manjsi. Slika 3

4. Osnovnica AB enakokrakega triktonika ABC meri 8 cm, krak pa jc
dvakrat dalj3i od razdalje med sredi¥¢ema olrtane in v&rtane kroZnice tega
trikotnika. Kolik¥na je njegova plo¥¢ina?

Boris Lavri&
Reditve bodo objavljene v naslednji Stevilki Preseka.





