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UPORABA OSTANKOV PRI PROBLEMIH 1Z TEORUE
STEVIL

Ogledali si bomo uporabo ostankov pri nekaterih problemih iz teorije naravnih
gtevil, ki navidez nimajo z ostanki nobene direktne zveze. V&asih se namret
izkaZe, da razliZni algebraiZni izrazi ne morejo biti povsem poljubni, ampak
imajo pri deljenju z nekaterimi $tevili povsem dologene ostanke. Oglejmo si
najprej preprost zgled.

Zgled 1. Dokazi, da enatha x> — 3y = 14 nima resitve v naravnih
stevilih.

Pri deljenju s 3 ima Stevilo x lahko tri razligéne ostanke:

1. mo¥nost. Stevilo x je oblike 3k.
Tedaj je $tevilo x2 — 3y deljivo s 3 (z drugimi besedami x? — 3y ima pri
deljenju s 3 ostanek 0) in zato ne more biti enako 14, ki ima pri deljenju s 3
ostanek 2.

2. mo¥nost. Stevilo x je oblike 3k + 1.
Tedaj je

x? —3y = Ok? 4 6k + 1 — 3y = 3(3K? + 2k — y) + L,

torej ima $tevilo x2 — 3y pri deljenju s 3 ostanek 1 in zato ne more biti enako
14

3. mo¥nost. Stevilo x je oblike 3k + 2.
Tedaj je

x2 =3y =9k? + 12k + 4 —3y = 3(3k% + 4k + 1 —y) + 1,

torej 3tevilo x2 — 3y ne more biti enako 14.

Ker smo upoStevali vse moZnosti in reditve nismo dobili, enagba pag ni
reéljiva v naravnih Stevilih.

S podobnim prijemom bomo ugnali malce drugagen problem.

Zgled 2. Pois¢i vsa tista naravna Stevila n, za katera je $tevilo 2" — 1
popolni kvadrat.
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NapiZimo nekaj prvih &lenov zaporedja:

P-q=1
2_-1=3
P-1=7
2*—1=15
2°—1=31.

Vidimo, da dajo vsi Eleni, razen prvega, pri deljenju s 4 ostanek 3. Tudi v
splo¥nem to z lahkoto dokaZemo, saj je za vsak n > 2 &tevilo 27 deljivo s 4.
Od tod sledi:

Ce bi veljalo 2" — 1 = m?, potem bi moralo biti 3tevilo m liho.

1. mo¥nost. Stevilo m je oblike 4k + 1.
Tedaj je

m? = 16k + 8k + 1 = 4(4k> + 2k) + 1

in da pri deljenju s 4 ostanek 1, zato ne more biti enako Stevilu 27 — 1 za
=2

2. moZnost. Stevilo m je oblike 4k + 3.
Tedaj je

m? = 16k? + 24k + 9 = 4(4k% 4+ 6k +2) + 1

in podobno kot prej ne more biti enako &tevilu 2" — 1 za n > 2. Ostane nam
Ze moZnost n = 1, ki nam da edino resitev 21 — 1 = 12,

Zgled 3. DokaZi, da obstaja neskonéno mnogo naravnih Stevil, ki jih ni
mogoce zapisati kot vsoto treh kubov naravnih Stevil.

Ce vzamemo naravno Ztevilo n, moramo re&iti enatbo n = x3 + y3 + 23
v naravnih Stevilih ali pa pokazati, da reditev te enaZbe ne obstaja. Takoj se
vidi, da za Stevila 2, 4, 5, 6, 7, 9, 11 enagba ni redljiva. Na prvi pogled pa
ni jasno, kaj je z redljivostjo te enatbe za velike n. Na pomo& bomo tokrat
poklicali ostanke pri deljenju z 9. Vzemimo poljubno naravno %tevilo x.

1. mo¥nost. Stevilo x je oblike 3.
Tedaj je x3 oéitno deljiv z 9.

2. mo¥nost. Stevilo x je oblike 3k + 1.
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Tedaj

=0Tk + 2Tk + 9k +1=9(3k3 +3k2 + k) + 1

da pri deljenju z 9 ostanek 1.
3. mo¥nost. Stevilo x je oblike 3k + 2.
Tedaj

x3 = 27k® 4 54k% + 36k + 8 = 9(3k> + 6k* + 4k) + 8

da pri deljenju z 9 ostanek 8.

To pomeni, da lahko dajo 3tevila x, y3 in z3 pri deljenju z 9 ostanke
0, 1 ali 8. Zdaj imamo 27 moZnih kombinacij glede na ostanke posameznih
gtevil x3, y3 in z3. Ce preverimo vse, dobimo, da ima Stevilo x3 + y3 + 23
lahko pri deljenju z 9 ostanek 0, 1, 2, 3, 6, 7 ali 8. To pomeni, da tistih
gtevil, ki dajo pri deljenju z 9 ostanek 4 ali 5, ni mogo€e izraziti kot vsoto
treh kubov. Seveda je takih Etevil neskonéno.

Se vet informacij o ostankih dobimo takrat, ko imamo opravka s pradte-
vili. Pri deljenju s 6 lahko liho ¥tevilo daje ostanek 1, 3 ali 5. Ce pa imamo
pradtevilo razlitno od 3, potem pri deljenju s 6 tudi ostanek 3 ni moZen. Ce
bi namreZ imeli p = 6k 4+ 3 = 3(2k + 1), bi Stevilo p ne bilo pra3tevilo. Ta
razmislek nam bo priSel prav v naslednjem zgledu.

3

Zgled 4. DokaZi, da je §tevilo p? — 1 deljivo s 24 za vsako prastevilo p,
ki je ve&je od 4:

1. mo¥nost Stevilo p je oblike 6k + 1. Tedaj je
p? — 1 =36k? + 12k = 12k(3k + 1).

Torej je Stevilo p2 — 1 deljivo z 12. Hitro se lahko prepritate, da je eno od
Stevil k in 3k + 1 sodo, drugo pa liho, kar pomeni, da je $tevilo k(3k + 1)
deljivo z 2, Stevilo p2 — 1 pas 24

2. mo¥nost. Stevilo p je oblike 6k + 5.
Tedaj je

p? — 1 =36k? + 60k + 24 = 12(3k* + 5k +2).

Hitro se lahko prepriate, da je Stevilo 3k% + 5k + 2 vedno sodo, zato je
$tevilo p2 — 1 deljivo s 24.
Za konec pa Ze en zgled s prastevili.
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Zgled 5. Poiséi vsa taka prastevila p, da je 14p? + 1 prastevilo.

Naj bo p # 3. Ker je p pradtevilo, ni deljivo s 3, zato daje pri deljenju s
3 ostanek bodisi 1 bodisi 2.

1. mo¥nost. Stevilo p je oblike 3k + 1.
Tedaj je 3tevilo

14p2 +1=19-14k? + 6 - 14k 4 15 = 3(42k> + 28k + 5)

in zato ni prastevilo.
2. mo¥nost. Stevilo p je oblike 3k + 2.
Tedaj je Stevilo

14p% +1=9-14k% + 12 - 14k + 57 = 3(42k2 + 56k + 19)

in zato ni prastevilo. Ce je p = 3, je 14p2 + 1 = 127. Z malce vztrajnosti se
lahko sami prepri¢ate, da je 127 prastevilo.

Borut Zalar





