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VERIZNT ULOMKI

Navadni veriini ulomek je izraz oblike
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kjer so Ay +ees @y cela 3tevila in velja: a, > 0,

gl 3 D, @55 Dy saes a, > 0. Stevila ais «v.s a, so torej na-
ravna Stevila, a, pa je lahko tudi 0. Vsak tak ulomek lahko
simboli&no zapisemo takole:
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Izraiunajmo nekaj veriZnih ulomkov:
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Poglejmo si narobe, kako lahko zapid3emo ulomek 33/17 v obliki
veriznega ulomka:
33/17 = 1 4+ 16/17 = | + 3 it A
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Tu je torej a, = 1, ay = 1 in ap = 16. Tako je
33/17 = [1.1,16]

Ulomek 33/17 lahko zapisemo tudi malenkost drugade:
3NN w ) 4 e & 350350
[ S—
15 + L
1

Vidimo, da velja splodno pravilo: &e je v veriinem ulomku
la sars...0a, 3tevilo a, > 1, je

@0,....an] = £bo""’an~1' i, = 1]



te pa je zadnji &len v veriZnem ulomku 1, Je
g ¥ 1]

Vsak veriZni ulomek ima torej isto vrednost kot veriiZni ulomek

[:ao,....an_l,'lj = ]:ac,....an_z, a,.

z enim élenom ve¢ ali manj. Primer:

[3,7,1.4] = [5:4:8

PokaZiimo zdaj, da lahko vsak ulomek p/q zapiSemo v obliki veriZ-
nega ulomka. Ce je p = q, delimo p s ¢

’ 1
p=agq+r (0 ¢« »y < q) oziroma p/q = a, + rifqg =a  + —r

Ce je p < g, postavimo seveda a, = 0.
Delimo zdaj g z rq:

g = ayry + r; (0 £ »; < »y) oziroma

q/ry = a1 + ra/ry = ay + ;T};;

Delimo »; z », in tako dalje. Ker se ostanki »;,r,... nenehno
manj3ajo, se ta proces prej ali slej konla. Ce dobro pogledamo,
vidimo, da je to pravzaprav Evklidov algoritem za Stevili p in
g. Denimo torej, da je B, zadnji od nié razlicen ostanek:
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Ta zapis je ofitno enolien, razen morda na repu ulomka, kjer
imamo, kot vemo, dve moZnosti.

Oglejmo si zdaj naslednjo resniéno zgodbico, ki jo vem iz prve
roke. Ameri3ki matematik je od svojega sina zvedel, da je pri
baseballu imel relativni deleZ zadetkov 0.846. O&etu je bilo
jasno, da to ne pomeni, da je sin zadel 846 Zog od 1000, paé
pa, da je to decimalni pribliZek za neki ulomek p/q, kjer sta



p in g dve ne preveliki celi Stevili. Razvil je 0.846 v veriini
ulomek:
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Ker je 5tevilo 38 veliko, je

1 1 11

2 1
1 +1 1+ =
5 +

rol--

zelo dober pribliZek za 0.B46. Reiemo lahko tudi narobe:

0.846 je zelo dober pribliZek za 11/13. Dejansko je 11/13 =
0.8462.. . Matematik je tvegal in vpradal sina, ali to pomeni,
da je zadel enajst Zog od trinajstih. Odgovor je bil pritrdilen.

Obstajajo problemi praktiéne narave, pri katerih so veriini u-
Tomki prav uporabni. Denimo, da je treba izdelati zobni3ki me-
hanizem iz dveh zobatih koles, tako da bo prenos &im bliZe raz-
merju p/q, kjer sta p in g dve veliki 3tevili. 3tevilo zob na
zobnikih je omejeno. Pomagamo si tako, da razvijemo p/q v verii-
ni ulomek in poi3cemo primeren pribliZek. Za razmerje 988/517

bi naredili takole:

988/517 = 1.91... =% #9010, = fd—m—ma——ae
1 + 10 24
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Ena moZinost za pribliZek je tale: [1,1,10] = 21/11. Tako bi
vzeli zobnik z 10 in zobnik z 21 zobmi. Poglejmo si natanénost
priblizka:

988/517 = 1.911..

21/11 = 1.909...

Druga moZnost je seveda vzeti priblizek |1,1,10,4| = 86/45.
Primerjajmo:

988/517 = 1.9110..

86/45 = 1.9111..

Ta pribliZek je seveda boljsi od prejsnjega.



0 taki uporabi veriinih ulomkov je ob3irneje pisal Ze znani
znanstvenik Christian Huygens, ki je pri konstrukciji planeta-
rija moral upo3tevati razmerja med obhodnimi dobami razli&nih
planetov. Knjiga Descriptio automati planetariti (V prevodu:
Opis mehanizma planetarija), v kateri je pokazal, da nam verii-
ni ulomki dajejo najboljse take priblizke, je iz3la leta 1703
na Nizozemskem.

Nekoliko tezji problem je iskanje pribliZkov za Stevilomn. Vemo,
da je m = 3.141592654... Poskusimo ga razviti v veriZni ulomek:

n=23+0,14189,,. =3 + 1/7.062..,
Vidimo, da je 3 1/7 = 3.1428.. kar dober pribliZzek za m.
Gotovo je m < 3 1/7. Ker je m =3 + 10/70.6.., je nm > 3 + 10/71.
Torej je
10 b 4
371 < Il =< 3?

Do te ocene je pridel Ze gr3ki matematik Arhimed, ko je posku-
$al ¢im natancneje izracdunati n. V njegovih &asih decimalni za-
pis %e ni bil v rabi, uporabljali so le ulomke. Zato je Tahko
zapisal le oceno take oblike, kot je zgoraj.

Nadaljujmo z racunanjem:

n=3+dbcaeme

1
- Y —
15.99..

Iz tega zapisa je oéitno, da je 3 + X T = 355/113 zelo dober
pribliZek za n. Dejansko se L. 16
355/113 = 3.141592920.. = 3.141593

ujema s m na 7 mest.

Pri nasi natanénosti zacetnega pribliZka (10 mest) in racumanju
na 10 mest veriZnega ulomka skoraj ne moremo nadaljevati, saj
so jzracunani &leni zmeraj manj zanesljivi. Zapidimo Ze
1
7 A :

L 75 - = 75
Ker m ni racionalno 3tevilo, ga pravzaprav ne moremo zapisati
kot konéen navaden veriZni ulomek. Pomagamo si lahko takole:

E =3+




Na 12 decimalk je

3.14159265358 < 1 < 3.14159265359

3.14159265358 = [3,7,15,1,292,1,1,1,1,...]
3.14159265359 [3,7,15,1,292,1,1,1,2...]

Zato smo bolj ali manj upraviieni zapisati, da je
1= [Ba7:15:1:292,115 500]

(IzkaZze se namre: ¢e se veriZna ulomka 3tevil « in b ujemata

v prvih n &lenih, se veriZni ulomek vsakega 3tevila ¢ med a in
b ujema z omenjenima veriZnima ulomkoma na prvih n mestih). Ce
bi vzeli 3e ve& decimalk, bi seveda dobili 3e dalj3i razvoj za
N. Angle3ki matematik John Wallie je v knjigi Tractatue de al-
gebra, ki je iz3la leta 1685, vzel 3tevilo I na 35 decimalnih

mest in izracunal

B [T 08 008000, 0210300 062 0,02 BB 2080, B 01T
15,3,13,1,3,4,2,6,6,1. ]

Leta 1770 je nem3ki matematik Lambert objavil ponovljen izra-
¢un, ki pa je od 26. &lena naprej imel drugaéne vrednosti. Vse-
kakor v dobljenem veriZnem ulomku ni mogoée opaziti kake pra-
vilnosti. Svojevrstna kontrola Wallisovega izracuna so odliéni
pribliZki za m, ki so jih konec osemnajstega stoletja nasli ja-
ponski matematiki:

5419351 428224593349304

1725033 ' 136308121570117

saj jih lahko dobimo iz Wallisovega razvoja. Verjetno so Japon-
ci do njih pridli s pomogjo neéesa takega kot veriZni ulomki.
Danes bi s pomo&jo racunalnika in primernega programa lahko na-
pravili 5e mnogo dalj3i razvoj. VloZeni trud bi bil seveda ne-
primerno manj$i od truda nekdanjih matematikov.
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