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MATENARTIBA

LEMOINOVA TOCKA TRIKOTNIKA

Pravimo, da sta poltraka h in k s skupnim zacetkom v vrhu V danega kota
izogonalna, Ee je simetrala danega kota tudi simetrala kota <(h, k). Vetkrat
uporabljamo kraj3i izraz izogonala namesto izogonalni poltrak.

Trditev 1: ToZki T in U leZita vsaka na eni izmed izogonal kota natanko
takrat, ko sta razmerji njunih razdalj do krakov kota reciprogni Stevili.

Dokaz: Ozna&imo razdalje s t1, to,

uy, up (kot na sliki) in naj velja

L. . -3. Stirikotnika VU UU,

in VT1T1T2 sta tetivna (imata po
dva nasproti leZea prava kota) in
GUhUU; = «T1T Ty, saj je kot z
vrhom V skupen. Od tod pa zaradi
predpostavke sledi, da sta trikotnika
AU UU; in AToT Ty podobna, za-
toje KU UoU = «ToT1T. Upora-
bimo spet tetivnost: kota < U; UpU
in €1V U sta obodna nad istim lokom, zato sta enaka, analogno velja
LT T = «THVT. Enakost Ui VU = LToVT pove, da leZita tocki
T in U vsaka na eni izmed izogonal.

Tudi drugi del dokaza je enostaven. Naj toZki T in U leZita vsaka na eni
izmed izogonal kota z vrhom V. Tedaj velja <<y VU = «ToVT. Tako kot
prej je zaradi enakosti obodnih kotov nad istim lokom <1 VU = < Uy Up U
in «ToVT = «T»T1T, zaradi skupnega kota z vthom V v obeh tetivnih
Stirikotnikih pa 8e <UiUU; = < T1T Ty. Trikotnika AUTUU, in AT>T Ty
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§ N .u t:
sta zato podobna (enaki koti) in velja ot L |
u

Mimogrede povejmo 3e, da ra-
zmerje razdalj do krakov kota ni od-
visno od izbire totke na Boltraku

u

Po Talesovem izreku velja Tlh = t2

1 2
; uy 5]
oziroma — = —.
u B

v 1 Ty

Trditev 2: Naj bosta dana trikotnik AABC in poljubna totka P v
njegovi notranjosti. lzogonale k poltrakom [AP), [BP) in [CP) se sekajo v
skupni togki Q.

Pravimo, da sta P in Q druga drugi izogonalni tocki.

i c ; B

Dokaz: Recnmo, da je @ presek izogonal k poltrakoma [A P) in [B PJ Potem
velja o , ker je [AQ) izogonala k poltraku [AP), I 2. , ker je
9c

[BQ) |zogonaTa k [BP). ZmnoZimo levi in desni strani teh enaéb in dobimo
Py du Torej je [CQ) izogonala k [CP), vse tri izogonale se sekajo v Q.
Pa qb

Kongno lahko razloZimo naslov prispevka:

Definicija: Lemoinova to¢ka je teZiZ€u trikotnika izogonalna toéka.
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Pokazali smo e, da vsakemu poltraku pripada toéno doloeno razmerje
razdalj njegovih totk od krakov kota (neodvisno od izbire totke na poltraku).
Zato se najprej vprasajmo po tem razmerju, ki ga doloa poljubna totka P

na izogonali teZid€nice. Narisimo r.
tezi¥€nico na stranico a in njeno izo-
gonalo. Zaradi laZjega rafunanja
izberimo na teZi¥€nici totko @, ki
je sredi€e stranice a. Trikotnika
AABQ in AAQC sta plo%&insko
enaka, zato je %bqb = %—ch oziro-

ma — =% in kontie 22 ==, -é’
€ 9p Pe ¢ A

s

Ugotovili smo torej: razmerje razdalj poljubne totke na izogonali teZi¥Enice
trikotnika do nosilk prileZnih stranic je enako razmerju dolZin teh dveh stranic.

Trditev 3: lzogonala teZi¥&nice deli stranico trikotnika v razmerju kva-

dratov dolZin drugih dveh stranic.

Dokaz: Ker imata trikotnika
ABUA in AUCA enako dolgi viZini
na stranici BU oziroma UC (uje-
mata se z viino na stranico BC
v_trikotniku AABC), je razmerje

BU . =
el enako razmerju plogéin teh

dveh trikotnikov in lahko zapifemo
B Seus et (o4 fin]
UC  Suca 3bup

b Up

Toda [AU) je izogonala teZi¥&nice, zato je e = % in
. 5 Up
Zeleli pokazati.

50
2

2
= —E? kar smo

Trditev 4: Lemoinova totka leZi na poltraku z zagetkom v oglis€u
trikotnika natanko tedaj, ko je razmerje razdalj od poljubne totke na tem

poltraku do nosilk stranic, ki se stikata v tem ogli§€u, enako razmerju dol%in

teh dveh stranic.
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Dokaz: Eno smer te trditve smo Ze dokazali pred trditvijo 3, preostane nam
Se druga. Vzen(':nimo kar totko U, v kateri poltrak seka stranico trikotnika.
u .
Imamo — = —. Sledi BU : UC =
u, b
_ SBua _ 3CUc _c uc _¢?
SUCA beb b up bz..
Seveda samo ena to&ka na strani-

Ue =

ci BC deli to stranico v razmerju
kvadratov dolZin drugih dveh stra-
nic, zato mora biti po trditvi 3 pol-
trak [A, U) izogonala teZi¥nice, na
njej pa leZi Lemoinova toZka.

Ker je Lemoinova togka prese-

Ciste vseh treh izogonal teZisénic, so
njene razdalje do stranic trikotnika
sorazmerne dolZinam stranic:
Is 1 Ip 3 le = a by e
Obratno seveda tudi velja: Ze za
neko totko L ugotovimo, da so nje-
ne oddaljenosti od stranic trikotnika
sorazmerne dolZinam stranic, potem
je to Lemoinova totka.

Trditev 5: Lemoinova totka ima med vsemi notranjimi totkami trikotnika
najmanjSo vsoto razdalj do trikotnikovih stranic.

Dokaz: Pomagamo si z identiteto
(x2+y2+22)(a?+b%+c?) = (ax+
+ by + cz)? 4 (bx — ay)? 4 (cy —
—bz)?4(cx—az)?. Naj bodo a, b,
c stranice trikotnika, x, y, z pa raz-
dalje notranje togke do trikotnikovih
stranic. Pri danem trikotniku sta
a2+ b2+ ¢c2 in ax + by + cz kon-
stanti (drugi izraz je enak dvakratni
p|o§Eini trikotnika AABC, saj so
fax ?-by in gcz plog&ine trikotnikov ABCU, ACAU in AABU). Tako je
x“+y 2 42* najmanj3i, ko so izrazi bx — ay, cy — bz in ex — az enaki 0.
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| 0

. Poltraki [AU), [BU)

emoinova togka.

Od tod pa po vrsti dobimo 2 =

1

Y
z

ol w

e ®

in [CU) so torej izogonale ustreznih teZidZnic,

XN
—wo

3

pa

Trditev 6: Lemoinova totka pravokotnega trikotnika razpolavlja visino
na hipotenuzo.

Dokaz:. V pravokotnem trikotniku
AABC oznatimo z L razpoloviice
viSine na hipotenuzo, z F njeno no-
Zi§¢e ter z D in E pravokotni pro-
jekciji totke L na stranici BC oziro-
ma AC. Zaradi podobnosti trikotni-

kew ALECE in AABC velia % _ A 7 -
AC LE AC L

= =— oziroma — = ——, kar pomeni, da je [AL) izogonala teZi&¢nice na

BC. Na enak na&in dobimo, da je [BL) izogonala teZi€nice na AC. Torej
je L Lemoinova toZka.

Trditev 7: Naj bo P presetii€e tangent na o€rtano kroZnico trikotnika
skozi dve ogliZ&i. Poltrak z zaZetkom v tretjem ogli¥€u skozi P je izogonala

e

teZig€nice iz tega ogliséa.

Dokaz: Naj bo @ noZig€e vigine na
stranico AB. Trikotnika AAP; P in
ABQC sta podobna (enaki koti),
. Qe o
zato:‘ﬂa P - BC ali py-BC =
= AP . QC. Tudi trikotnika
ABPPin AA%(;Csta podobna, pa
. P2 . =
|mT 5F - Ac ali po - AC =
= BP-QC. Toda tangentna odseka
AP in BP sta enako dolga, zato je
p1 - BC = py - AC in od tod %:

= % Razmerje razdalj totke P

(in zato vsake druge na poltraku
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[CP)) do nosilk stranic trikotnika je enako razmerju dolZin teh stranic, torej
je poltrak [CP) res izogonala ustrezne teZid¢nice.

Posledica: Danemu trikotniku
AABC otrtajmo kroZnico in narigi-
mo tangente v vseh treh ogliZ¢ih. Te
omejujejo  tangentni  trikotnik
AA'B'C’'. Spomnimo se, da je Ger-
gonneova tocka trikotnika preseéi-
e zveznic oglid€ in dotikalisg vérta-
nega kroga z nasprotnimi stranica-
mi. Kot posledico trditve 7 povej-
mo: Lemoinova to€ka trikotnika je
Gergonneova totka njegovega tan-
gentnega trikotnika.

Za vajo poskusite regiti naslednji nalogi:

Naloga 1: Iz Lemoinove toZke trikotnika AABC potegnemo pravokot-
nice na stranice trikotnika in noZis¢a ozna&imo z A’, B’ in C’. Poka#i, da so
dolZine stranic trikotnika AA’B’C’ v sorazmerju z dolZinami te#is¢nic trikot-
nika AABC in da so koti trikotnika AA’B’C’ enaki kotom, pod katerimi se
paroma sekajo teZi¥€nice trikotnika AABC.

Naloga 2: Naj bo L Lemoinova toEka trikotnika AABC in naj bodo A’,

B’ in C’ totke, v katerih poltraki [AL), [BL)in [CL) sekajo oZrtano kroznico
trikotnika. Poka#i, da je L tudi Lemoinova totka trikotnika AA’B/'C’.

Darjo Felda





