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Povzetek

Komutativna Banachova algebra z enoto 2 je algebra z lo¢ljivim spek-
trom, ¢e za poljubna razlicna karakterja ¢ in 1 na njej obstajata taksna
elementa a in b v A, da velja ab =0 in p(a) # 0 # ¥(b). Algebre z lo¢ljivim
spektrom so regularne v smislu Silova, vendar niso nujno polenostavne.

Ce je 2 taksna komutativna Banachova algebra z enoto, da za neko
podmnozico elementov Ay v A velja

(i) Gelfandove transformiranke elementov iz 2y locijo tocke v spektru
algebre 2 in

(ii) vsak element iz 2y inducira na 2 operator mnozenja z dekompozi-
cijsko lastnostjo (),
potem je A algebra z lo¢ljivim spektrom. Obratno: ¢e je 2 algebra z locljivim
spektrom, potem vsak element iz 2 na vsakem levem Banachovem 2(-modulu
inducira super-dekomponibilen operator mnozenja.

Algebre z locljivim spektrom imajo lepe lastnosti v smislu lokalne spek-
tralne teorije in to se odraza tudi na krepko harmoni¢nih operatorjih, t;j.
operatorjih, ki so vsebovani v kaksni algebri operatorjev z locljivim spek-
trom. Vsak omejen linearen operator z dovolj bogatim funkcijskim ra¢unom
je krepko harmonicen in vsak krepko harmonic¢en operator je dekomponi-
bilen.

n-terica komutirajo¢ih omejenih linearnih operatorjev na Banachovem
prostoru je krepko harmonicna, ¢e so vsi operatorji iz n-terice vsebovani
v isti algebri z loc¢ljivim spektrom. Vsaka krepko harmoni¢na n-terica je
dekomponibilna. Ce je E elementaren operator, katerega koeficienti sestavl-
jajo dve krepko harmoniéni n-terici, potem je E krepko harmoniéen opera-
tor in njegovi lokalni spektri se na naraven nagcin izrazajo z lokalnimi spektri
obeh n-teric koeficientov.

Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto. KakSen mora biti
levi Banachov 2-modul X, da vsak element iz 2 inducira na X dekomponi-
bilen operator? Da lahko odgovorimo na to vpraSanje, izdelamo za module
teorijo upodobitev, ki razsirja teorijo upodobitev algeber. Vpeljano je veliko
pojmov, ki na naraven nacin razsirjajo pojme iz teorije algeber na module.
Tako, na primer, definiramo tudi module z lo¢ljivim spektrom in odgovor na
prej postavljeno vpraSanje se glasi: ¢e je X takSen levi Banachov 2-modul,
da ima njegov dualni modul X* loc¢ljiv spekter, potem vsak element iz
inducira na X dekomponibilen operator mnozenja.

Teorija upodobitev modulov nam omogoca, da vpeljemo razred enos-
tavnih multiplikatorjev na danem Banachovem modulu. Na primer, vsak

multiplikator na polenostavni Banachovi algebri je enostaven. Za omenjeni



POVZETEK 6

razred multiplikatorjev pokazemo, da imajo podobne lastnosti kot multi-
plikatorji na algebrah. Ce modul na katerem delamo, zado3¢a nekaterim
dodatnim pogojem, potem je mnozica vseh enostavnih multiplikatorjev na
njem polenostavna komutativna Banachova algebra z enoto. S pomocjo tega
lahko izpeljemo trditve, ki so analogne znanim rezultatom o multiplikatorjih

na polenostavnih Banachovih algebrah.

2000 Mathematics Subject Classification. 46H15, 46H25, 47B40,
47B47, 47B48.

Klju¢éne besede. Algebra z loc¢ljivim spektrom, Arvesonov spekter,
dekomponibilen operator mnozenja, komutativna Banachova algebra, krepko
harmonicen operator, modul z loé¢ljivim spektrom, multiplikator, tockasti
multiplikator, upodobitev modula.



Abstract

A unital commutative Banach algebra 2{ is spectrally separable if for
every pair of distinct characters ¢ and v on it there exist a and b in 2 such
that ab = 0 and ¢(a) # 0 # ¥(b). Every spectrally separable algebra is
regular in the sense of Shilov, however they are not necessarily semisimple.

If a unital commutative Banach algebra 2l contains a subset 2y such
that

(i) the Gelfand transforms of elements in 2/ separate points of the spec-
trum of 2 and

(ii) each element in 2y induces a multiplication operator on 20 with the
decomposition property (4),
then 2 is spectrally separable. On the other hand, if 2 is spectrally sepa-
rable, then any element in 2 induces a super-decomposable multiplication
operator on every left Banach 2-module.

Spectrally separable algebras have nice properties in the sense of the
local spectral theory and this reflects also on strongly harmonic operators,
i.e. operators which are included in some spectrally separable algebra of
operators. Every bounded linear operator whose functional calculus is rich
enough is strongly harmonic and, on the other hand, every strongly harmonic
operator is decomposable.

An n-tuple of commuting bounded linear operators on a Banach space is
strongly harmonic if there exists a spectrally separable algebra of operators
which contains this n-tuple. Every strongly harmonic n-tuple is decompos-
able. Let E be an elementary operator whose coefficients form two strongly
harmonic n-tuples. Then F is a strongly harmonic operator and its local
spectra can be computed from the local spectra of the n-tuples of the coef-
ficients in a natural way.

Let 2 be a unital commutative Banach algebra. Under what conditions
on a left Banach 2-module X is it true that each element in 2l induces a
decomposable multiplication operator on X7 In order to give an answer to
this question we introduce representation theory for modules and this theory
is a natural extension of the representation theory of algebras. There are
many notions from the theory of algebras which are extended in a natural
way to modules. For instance, we introduce a notion of spectrally separable
module and answer the above question in the following way. If X is a left
Banach 2[-module such that its dual module X* is spectrally separable, then
each element in 2 induces a decomposable multiplication operator on X.

By the help of the theory of module representations we define simple
multipliers on a given Banach module. For example, all multipliers on a
semisimple commutative Banach algebra are simple. We show that simple
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multipliers have similar properties as multipliers on algebras. Under some
additional conditions on a module we can prove that simple multipliers on
this module form a semisimple unital commutative Banach algebra. Then
the assertions which are similar to the known results about multipliers on

algebras can be proven.

2000 Mathematics Subject Classification. 46H15, 46H25, 47B40,
47B47, 47B48.

Key words and phrases. Arveson spectrum, commutative Banach
algebra, decomposable multiplication operator, multiplier, point multiplier,
representation of module, spectrally separable algebra, spectrally separable
module, strongly harmonic operator.



Priprave

V prvem razdelku tega poglavja se bomo seznanili z znanimi rezultati,
ki pomenijo nekaksno os, okoli katere se bodo vrtela vsa nasa nadaljna
razmisljanja. V tem razdelku bomo tudi vpeljali najnujnejSe pojme in oz-
nake — vecino terminologije in notacije bomo uvedli v zadnjih razdelkih
poglavija.

Drugi razdelek je namenjen pregledu vsebine in postavitvi problemov.

1.1. Uvod

Kot je dobro znano, se teorija avtomatic¢ne zveznosti ukvarja z vprasanji,
kdaj iz algebrai¢nih pogojev sledi zveznost dane linearne preslikave, ki je
definirana med dvema linearnima algebrskima strukturama, opremljenima s
topologijo. V tem delu se bomo ukvarjali s podobnim fenomenom, le da nas
bodo pri linearnih preslikavah namesto zveznosti zanimale tiste lastnosti, ki
spadajo v lokalno spektralno teorijo.

Naslednji izrek nam bo sluzil kot ilustracija, hkrati pa bomo ob njem

vpeljali pojme, ki jih bomo potrebovali kasneje.

Izrek 1.1.1 ([60], izrek 1.2). Naj bo A polenostavna komutativna kom-
pleksna Banachova algebra (z ali brez enote). Za vsak a € A so ekvivalentne
naslednje trditve:

(a) Gelfandova transformiranka @ je hull-kernel zvezna na 3(2L).

(b) Operator mnozenja Ty : © — azx, x € A, je super-dekomponibilen.

(c) T, je dekomponibilen.

(d) T, ima Sibko 2-SDP.

S ¥(2() smo oznagcili mnozico karakterjev na 2, tj. mnozico nenicelnih
multiplikativnih linearnih funkcionalov. V primeru Banachovih algeber so
multiplikativni linearni funkcionali vedno zvezni. Velja celo, da njihova
norma ne presega 1. Torej je 3 () podmnozica zaprte enotske krogle v 20*,
topologkem dualu algebre 2. Ce ima 2 enoto, je ||¢|| = 1 za vsak ¢ € Z().

1



1.1. UVOD 2

Komutativna Banachova algebra je polenostavna, ¢e obstaja dovolj karak-

terjev na njej v smislu, da je

ﬂ ker ¢ = {0}.

PEX(A)

Kot podmnozica zaprte enotske krogle v 2* je ¥(2() na naraven nacin
opremljena z relativno Sibko * topologijo. Tej topologiji bomo v nadaljevanju
rekli Gelfandova topologija, mnozici () pa nosilni prostor algebre 2, ko
bo opremljena s to topologijo.

Gelfandova transformiranka elementa a € 2 je funkcija @ : X(A) — C,
ki je definirana z a(y¢) := ¢(a) pri vseh ¢ € (). Predpis I : a — @ je
Gelfandova transformacija na 2A. Ta preslikava je injektivna natanko tedaj,
ko je algebra 2 polenostavna. Gelfandova topologija na 3 (2() je najsibkejsa
topologija, v kateri so Gelfandove transformiranke vseh elementov iz 2
zvezne. Ozna¢imo s Co(X(2A)) algebro vseh zveznih kompleksnih funkcij
na nosilnem prostoru algebre 2, ki imajo ni¢lo v neskonc¢nosti. Potem je
torej A = I'(2A) podalgebra (ne nujno zaprta) v Co(X(2)). Ce ima alge-
bra 2 enoto, je nosilni prostor kompakten topoloski prostor in tedaj je 2A
podalgebra v C(X(2)).

Ovoj podmnozice U C 2 je mnozica

ha(td) = { € S(); U C ker g},
Jedro neprazne podmnozice £ C ¥(2) je zaprt ideal

ky(E) := ﬂ ker o,
pelE

jedro prazne mnozice pa je cela algebra 2. Predpis, ki poljubni mnozici
E C ¥(2) priredi mnozico hgkeg(E) := hg(ka(E)), je operator zaprtja. Se
pravi, da lahko na X (2() vpeljemo topologijo, v kateri so zaprte natanko tiste
mnozice, ki so ovoji. Tej topologiji pravimo hull-kernel topologija in (1),
opremljena s to topologijo, je strukturni prostor algebre 2.

V splosnem je hull-kernel topologija sibkejsa od Gelfandove topologije,
Ce sta topologiji enaki, pravimo, da je A regularna algebra (to je ena od
ekvivalentnih definicij regularnosti, glejte izrek 7.1.2 v [50]).

Ve¢ o Banachovih algebrah bo bralec nasel v [14], [50], [61] in [63].
Poglejmo zdaj Se pojme iz lokalne spektralne teorije.

Naj bo X kompleksen Banachov prostor in B(X) algebra omejenih li-
nearnih operatorjev na X. Operator T' € B(X) je dekomponibilen natanko
tedaj, ko za poljubno odprto pokritje {U,V'} kompleksne ravnine C obsta-
jata taksna podprostora Y in Z v Lat (T'), tj. v mrezi zaprtih T-invariantnih
podprostorov, da velja X =Y+ 2 in o(T|Y) C U ter o(T'|Z) C V. Originalna
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Foiageva definicija ni tako enostavna (glejte, recimo, definicijo I1.1.1 v [21]),
a je ekvivalentna nasi, kot je pokazal Albrecht [2].

Dekomponibilni operatorji igrajo osrednjo vlogo v lokalni spektralni te-
oriji, zato ni ¢udno, da so se s¢asoma pojavile razlicne njihove variante.
Poglejmo dve od njih.

Operator T' € B(X) je super-dekomponibilen, e za vsako odprto pokritje
{U, V'} kompleksne ravnine obstaja taksen R € B(X), ki komutira s T, da
velja

o(T|imR) CU ter o(T|im(I - R))CV.

Zacetek sistematicnega studija teh operatorjev je [54]. Jasno, vsak super-
dekomponibilen operator je dekomponibilen. Znano je tudi, da obstajajo
dekomponibilni operatorji, ki niso super-dekomponibilni.

Operatorji s §ibko 2-SDP (weak 2-spectral decomposition property) so
posplositev dekomponibilnih operatorjev: T € B(X) ima Sibko 2-SDP, ¢e za
vsako odprto pokritje {U, V'} kompleksne ravnine obstajata taksna Y in Z v
Lat (T'), da velja o(TY) C U, o(T'|2) C V, vsota Y + Z pa je gosta mnozica
v X. Zahteva Y + Z = X je precej sibkejsa od zahteve Y + Z = X, tako da
obstajajo operatorji s sibko 2-SDP, ki niso dekomponibilni.

Kasneje bomo vpeljali se nekatere druge pojme iz lokalne spektralne
teorije, nasi standardni referenci za to podrocje sta [21] in, novejsa, [53].

DoOKAZ 1ZREKA 1.1.1. Zaradi enostavnosti se bomo v dokazu omejili le
na primer, ko ima 2 enoto. V tem primeru je nosilni prostor (in torej tudi
strukturni prostor) algebre 2 kompakten.

(a)=-(b) Fiksirajmo a € 2, katerega Gelfandova transformiranka je hull-
kernel zvezna. Naj bo {U, V'} poljubno odprto pokritje kompleksne ravnine.
Izberimo taksni odprti mnozici Wy in Wy v C, za kateri velja

C\UCWI1CW; CW, CW,yCV.

Mnozici W1 in C\ W5 sta torej zaprti in disjunktni. Se pravi, da sta a1 (W)
in a~1(C\ W) disjunktni hull-kernel zaprti podmnozici v 3(21). Se veé, obe
mnozici sta kompaktni tako v hull-kernel kot v Gelfandovi topologiji.

Po korolarju 3.6.10 iz [63] obstaja v 2 taksen r, da velja

7=0 na a ‘(W;) in 7=1 na a YC\Wy).

Naj bo operator R € B(2l) definiran z Rz := rx, x € 2. Pokazali bomo, da ta
operator zados¢a pogojem za super-dekomponibilnost operatorja T, € B(2)
glede na pokritje {U, V'}.

Jasno je, da R in T, komutirata. Da bi dokazali inkluzijo o (T,|im R) C
U, vzemimo poljubno stevilo A € C\ U. Zaradi A\ € W} in odprtosti mnozice
W1, je razdalja 6 := dist()\,C \ W}) pozitivno Stevilo. Se ve, za vsak
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p €a 1 (C\ W) velja
[(a = A) ()| = [a(p) = A[ =6 > 0.

Torej je |(a — AY] > 6 > 0 na kompaktni mnozici a~(C \ W7). Uporabimo
lahko izrek 3.6.15 iz [63], ki pravi, da obstaja v 2 taksen ay, da je

((a—Nay"=1 na a '(C\Wy).
Jasno, potem je
((a—Naxr" =7 na a *(C\Wy).
Ker pa je 7= 0 na a— ' (W), velja
((a = X)ayr)"=7 na celem prostoru X(2).

Polenostavnost algebre 21 nam zagotavlja, da je (a — \)ayr = r. Sklepamo
torej lahko, da je

(a — Nayrz =rz zavse x €.
Zaradi zveznosti operatorjev mnozenja od tod sledi
(1.1.1) (a—Naxy=vy zavse yecimR.

Oznacimo s T,, operator mnozenja z ay na 2. O¢itno je podprostor im R

invarianten za Tg, . Iz (1.1.1) torej sledi
[(TulimR — N\)T,,[imR|ly =y zavse y€imR.

To pomeni, da je operator T, |im R—\ obrnljiv, oziroma \ & o(T,|im R). Ker

je bilo stevilo A poljubno iz C \ U, smo dokazali inkluzijo o(T,|im R) C U.
Da bi preverili se inkluzijo o(T,|im (I — R)) C V, izberimo pu € C\

V. Spet je razdalja e := dist(u, W2) pozitivno stevilo. Podobno kot prej

ugotovimo, da je
(a—p)]>e>0 na a '(Ws).

Mnozica a1 (W3) je hull-kernel zaprta, zato nam izrek 3.6.15 iz [63] zago-
tavlja obstoj taksnega elementa b, € %, da je

((a— b, =1 na a *(Ws).
Od tod, podobno kot prej, sledi, da je
((a—p)by(1—=r))"=(1—r), nacelem prostoru ().

Potem pa zaradi polenostavnosti algebre 2 spet dobimo (a — )b, (1 —17) =
1 — r. Najprej lahko sklepamo, da je

(a —pbyy=y zavse yeim(l—R),

od koder nato sledi obrnljivost operatorja T, — p na im (I — R).
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Implikaciji (b)=(c) in (c)=(d) sta trivialni. Dokazimo, da velja (d)=-(a).
To bomo storili s protislovjem. Predpostavimo, da ima operator T, Sibko 2-
SDP, Gelfandova transformiranka @ pa ni hull-kernel zvezna. Obstaja torej
neka zaprta mnozica F' C C, za katero velja, da E := @~ (F) ni hull-kernel
zaprta v 2(2A). Vzemimo ¢ € hgkg(E) \ E in postavimo A := ¢ (a) € C\ F.

Ker ima Tj, sibko 2-SDP, {C\{\A}, C\ F'} pa je odprto pokritje kompleksne
ravnine, obstajata v Lat (T,) taksna Y in Z, da je

o(Tul4) CC\{\}, o(Tu|2) CC\F in J+2Z=2L

Prva inkluzija nam zagotavlja, da za vsak y € Y obstaja v Y takSen g, da je
y = (a— A)g. Od tod sledi ¢¥(y) = (¢(a) — A\)(g) = 0, kar nam da ) =0
na Y.

Naj bo zdaj ¢ poljuben karakter iz E. Potem je pu := ¢(a) Stevilo v
F. Ker je 0(T,|Z) C C\ F, obstaja za vsak z € Z takSen Z € Z, da je
z = (a— p)z. Od tod sledi p(z) = (¢(a) — p)e(Z) = 0. To pomeni, da je
¢ = 0 na Z. Ker je bil ¢ poljuben iz E, velja Z C ky(F). Potem pa je
Y € hgky(E) C hy(Z), oziroma 1) = 0 na Z. Upostevajmo, da je Y + 2 = ,
pa imamo 1 = 0, kar je nemogoce. O

Opomba 1.1.2. Iz predhodnega dokaza sledi, da za super-dekomponibi-
len operator mnozenja Ty na polenostavni komutativni Banachovi algebri
lahko za operator R, ki nastopa v definiciji super-dekomponibilnosti, vedno
izberemo operator mnozenja z nekim elementom 7 iz 2 (oziroma iz A @ C,

¢e A nima enote).

Naj bo 2 poljubna komutativna Banachova algebra. Oznacimo

Decy () :={a € U; T,: A — A je dekomponibilen}.

Izrek 1.1.3 ([60], izrek 1.5). Naj bo 2 polenostavna komutativna Ba-
nachova algebra. Potem je Decy(2l) zaprta podalgebra v A. Za vsak a €
Decy () velja:

(i) Ce je T zaprt ideal v A, potem je zoZitev operatorja T, na T super-
dekomponibilen operator.

(ii) Ce je B poljubna Banachova algebra (ne nwjno polenostavna ali
komutativna), ki vsebuje A kot podalgebro, potem je razsiritev T,: B—B
operatorja Ty, ki je dana z Tyx = ax, © € B, super-dekomponibilen operator.

DoxkAz. Poizreku 1.1.1 so v Decy(2) natanko tisti elementi iz 2, katerih
Gelfandove transformiranke so hull-kernel zvezne. Od tod ocitno sledi, da je
Decg () podalgebra v 2. Pokazimo, da je zaprta. Naj bo {a,}5°; poljubno
Cauchyjevo zaporedje v Decg(2l), ki konvergira k a € 2. Pokazati moramo,
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da je Gelfandova transformiranka a hull-kernel zvezna. Naj bo U C C
odprta mnozica. Predpostavimo, da je @~ (U) neprazna. Vzemimo poljuben
¢ € a Y(U) in oznaéimo X\ := p(a) € U. Jasno, razdalja dist(A,C \ U)
je pozitivno Stevilo. Naj bo ¢ > 0 poljubno pozitivno stevilo manjse od
polovice te razdalje. Z D(), €) ozna¢imo odprti disk v C, katerega sredisce je
v A, njegov polmer pa je e. Pri vsakem indeksu n je @, ' (D(), €)) hull-kernel
odprta podmnozica v X(2(). Naj bo ng taksen indeks, da iz n > ng sledi
la — an|| < e. Pokazimo, da tedaj pri vsakem n > ng velja @, 1(D(\,€)) C
a1 (U). Res! Ce je 1 € @, (D(\,¢)), potem je

() = Al < [a(¥) = an ()| + [an(y) = Al <la — an|| + € < 2¢,
od koder sledi () € U in nato ¢ € a~1(U). Iz
A —an(p)| = la(p) = an(p)] < [la — anl| <€

pa izhaja, da je ¢ € @, (D()\,€)). Se pravi, da je @, (D(),€)) hull-kernel
odprta okolica tocke ¢, ki je vsebovana v a~!(U). To najprej dokazuje, da
je a~1(U) hull-kernel odprta mnozica, potem pa, da je a € Decg ().

V preostanku dokaza predpostavimo, da ima 2 enoto. Da bi dokazali (i),
vzemimo poljuben a € Decy (). Naj bo {U, V'} odprto pokritje kompleksne
ravnine. V dokazu izreka 1.1.1 smo videli, da obstaja v 2 takSen element r,
za katerega velja: pri vsakem Stevilu A € C\ U obstaja taksen ay € 2, da
je (a — A)axr = r, in pri vsakem Stevilu p € C\ V obstaja taksen b, € 2,
da je (@ — p)b,(1 — ) = 1 —r. Tako kot v dokazu izreka 1.1.1, se da tudi
tu videti, da za operator R € B(Z), ki je definiran z Rz := rx, x € Z, velja
o(T,)imR) C U in o(Tylim (I — R)) C V. To dokazuje (i), (ii) dokazemo
podobno. ]

Algebro Decyg(2l) imenujemo Apostolova algebra algebre 2 (glejte [53],
str. 355). Polenostavnost ni nujna za to, da je Decy(2) zaprta podalgebra
v 2. Velja naslednja trditev (glejte [53], trdtev 4.4.9): ¢e je 2 komutativna
Banachova algebra z omejeno priblizno enoto, potem je Decy(2l) zaprta
podalgebra v 2.

Frunza je v [34] pokazal, da je polenostavna komutativna Banachova
algebra 2 z enoto regularna natanko tedaj, ko so vsi operatorji mnozenja na
njej dekomponibilni. (Da so operatorji mnozenja na komutativni polenos-
tavni Banachovi algebri dekomponibilni, sta dokazala ze Colojoara in Foiag
v [21].) S pomocjo izreka 1.1.1 lahko dokazemo naslednjo posplositev tega

rezultata.

Izrek 1.1.4 ([60], izrek 2.1). Za polenostavno komutativno Banachovo
algebro A (z ali brez enote) so ekvivalentne naslednje trditve:
(a) A je regularna.
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(b) Za vsak a € A je Gelfandova transformiranka @ hull-kernel zvezna.

(c) Za vsak a € A je operator mnozenja T, : A — A super-dekomponibi-
len.

(d) Za vsak a € A je T, : A — A dekomponibilen.

(e) Obstaja tak sistem generatorjev Ay algebre A, da ima vsak Ty : A —
A a € Ay, sibko 2-SDP.

Dokaz. Ker v primeru regularnih algeber hull-kernel topologija in Gelfan-
dova topologija na 3(2l) sovpadata, je jasno, da iz (a) sledi (b). Implikacija
(b)=(c) sledi iz izreka 1.1.1, implikaciji (c¢)=-(d) in (d)=-(e) pa sta trivial-
ni. Predpostavimo torej, da velja (e). Po izreku 1.1.1 je za vsak a € 2
Gelfandova transformiranka a hull-kernel zvezna. Potem pa je hull-kernel
zvezna tudi Gelfandova transformiranka b poljubnega elementa b iz algebre,
ki jo v 2 generira 2. To pomeni, da Decy(2l) vsebuje mnozico, ki je gosta
v 2. Zaradi zaprtosti Decy () je Decy () = A od koder, spet po izreku
1.1.1, sledi, da so vse Gelfandove transformiranke elementov iz 2l hull-kernel
zvezne. To pa je mogoce le, ¢e hull-kernel topologija in Gelfandova topologija
sovpadata na 3(2l), kar je isto kot zahteva, da je 2 regularna. O

Ce v izreku, ki ga je dokazal Frunza, polenostavnost izpustimo, dobimo
karakterizacijo algeber z locljivim spektrom. To je poseben razred regularnih
algeber, ki jih je studiral Baskakov (glejte [13]).

Izrek 1.1.5 (Baskakov). Unitalna komutativna Banachova algebra 2 je
algebra z locljivim spektrom matanko tedaj, ko obstaja taksna podmnoZica Ay
v U, da velja:

(i) Gelfandove transformiranke elementov iz 2y loc¢ijo tocke v spektru
algebre A in

(ii) za vsak a € Ay je operator mnozenja Ty, : A — A dekomponibilen.

Dokaz izpustimo, saj bomo v naslednjem poglavju, ko se bomo podrob-
neje seznanili z algebrami z lo¢ljivim spektrom, dokazali njegovo razsirjeno

verzijo.

Albrecht [5] je pokazal, da v vsaki polenostavni komutativni Banachovi
algebri z enoto 2 obstaja najvecja regularna podalgebra, ki jo bomo v nadal-

jevanju oznacili z Reg ().

Izrek 1.1.6 ([60], izrek 2.5). Naj bo 2 polenostavna komutativna Ba-
nachova algebra (z ali brez enote). Potem obstaja v 2 najvedja reqularna
zaprta podalgebra Reg (A), za katero velja Reg () C Decy ().

Dokaz. Oznacimo z 2y unijo vseh regularnih zaprtih podalgeber 9t v
2. Ce ima 2 enoto 1, potem je 1 € 2y. Ko pa 2 nima enote, se lahko
zgodi, da je 2y = {0} in torej tudi Reg (A) = {0}. V nadaljevanju bomo
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predpostavili, da 2y ni prazna. Pokazali bomo, da je zaprta podalgebra
B, ki jo v /U generira 2y, regularna. Po izreku 1.1.4 je dovolj videti, da
je za vsak a € 2y operator mnozenja T, dekomponibilen na 8. Za vsak
a € 2y obstaja takSna zaprta regularna podalgebra I v 2, da je a € M.
Po izreku 1.1.4 je T, dekomponibilen na 9, toda potem je dekomponibilen
tudi na B in 2, po trditvi (ii) izreka 1.1.3. To dokazuje, da je B regularna
in da je 2y C Decy (). Ker pa je Decy(2d) zaprta podalgebra v 2, velja
B C Decy (). Glede na konstrukcijo je jasno, da je B najvecja regularna
zaprta podalgebra v 2. O

Izrek 1.1.6 velja tudi, ¢e ne predpostavimo polenostavnosti (glejte izrek
2.8 v [60]). Pripomnimo $e, da je v primeru polenostavnih algeber se vedno
odprt problem, ali je inkluzija Reg () C Decg(2d) kdaj prava (glejte [53]

in tam navedeno literaturo).

1.2. Pregled vsebine in vprasanj

V tem razdelku bomo na hitro pregledali vsebino in formulirali vprasanja,
s katerimi se bomo ukvarjali. Izhodisce so rezultati v prvem razdelku tega
poglavija.

Zacnimo z drugim poglavjem. V njem bomo izdelali teorijo algeber z
lo¢ljivim spektrom, motivacija za to pa so naslednja vpraSanja, ki izhajajo
iz izrekov 1.1.3, 1.1.4 in 1.1.5.

Naj bo X levi Banachov modul nad komutativno Banachovo algebro 2.
Z Decg(X) oznac¢imo mnozico vseh tistih elementov iz 2, ki inducirajo na

X dekomponibilen operator mnozenja.

Vprasanje 1.2.1. Naj bo U komutativna Banachova algebra z enoto.
Kaj mora veljati za U, da bo pri vsakem levem Banachovem A-modulu X
veljalo Decy(X) = 2A7?

Odgovor na zastavljeno vprasanje dajeta izreka 2.4.1 in 2.4.3: enakost
Decy(X) = A bo veljala za vse leve Banachove 2A-module natanko tedaj,
ko je 2 algebra z locljivim spektrom. Se veé, ¢e je A algebra z locljivim
spektrom, inducirajo vsi elementi iz 2 na vsakem levem Banachovem £I-
modulu super-dekomponibilne operatorje (izrek 2.4.2).

Vprasanje 1.2.2. Naj bo A komutativna Banachova algebra z enoto.

Kaj lahko povemo o preseku
AxDeca(X),

ki je vzet po vseh levih Banachovih A-modulih?
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V razdelku 2.5 bomo pokazali, da v vsaki komutativni Banachovi algebri
2 z enoto obstaja najveja podalgebra z lo¢ljivim spektrom, Sep (). Zaradi
izreka 2.4.1 velja
Sep (A) C NyDecy(X).
Podalgebra Sep () se obnasa podobno kot Reg (2(), vendar vprasanje, ali
ti dve podalgebri sovpadata, ostaja odprto.

1z karakterizacije algeber z locljivim spektrom sledi njihova tesna pove-
zanost z lokalno spektralno teorijo operatorjev. V tretjem poglavju bomo
Studirali krepko harmonicéne operatorje. Operator T na Banachovem pros-
toru X je krepko harmonicen, ¢e obstaja taksna algebra z lo¢ljivim spektrom
20 C B(X), ki vsebuje T in identi¢ni operator 1.

Naj bosta X in Y Banachova prostora in A C B(Y) ter B C B(X) algebri
z lo¢ljivima spektroma. Potem je B(X,Y) — prostor vseh omejenih lineranih
preslikav iz X v Y — Banachov 2-B-bimodul. Naj bo E elementaren oper-
ator na B(X,Y), s koeficienti iz 2, oziroma iz B.

Vprasanje 1.2.3. Ali je F krepko harmonicen operator?

Izrek 3.3.1 nam zagotavlja, da je za posebne vrste elementarnih ope-
ratorjev odgovor pritrdilen. V splosnem pa dobimo pritrdilen odgovor pri
dodatnih predpostavkah, glejte izrek 3.3.3.

Vprasanje 1.2.4. Kako so lokalni spektri elementarnega operatorja E
odvisni od lokalnih spektrov njegovih koeficientov?

Odgovor na vprasanje daje izrek 3.3.11.

Ce je 2 polenostavna komutativna Banachova algebra, potem je element
a € A v Decyg () natanko tedaj, ko je Gelfandova transformiranka a hull-
kernel zvezna (izrek 1.1.1). Laursen in Neumann ([56], [53]) sta ta rezultat
raz§irila. Pokazala sta, da velja za nekatere multiplikatorje. Multiplikator iz
(levega) Banachovega 2A-modula X v (levi) Banachov 2-modul Y je omejena
linearna preslikava T': X — Y, za katero velja T(a-z) =a-Tz (a €A, x €
X). V posebnem je multiplikator na 20 omejen linearen operator 7' : 2 — 2,
za katerega velja T'(ab) = a(Th) (a,b € A).

Vprasanje 1.2.5. Ali je mogoce omenjeni rezultat dokazati za kakSen

razred multiplikatorjev na Banachovih modulih?

Da bi vprasanje 1.2.5 bilo smiselno, je potrebno izdelati za module
podobna orodja, kot so na voljo pri algebrah.

Vprasanje 1.2.6. Kako vpeljati v teorijo Banachovih modulov pojme,
ki bodo analogije nasledngih pojmov iz teorije algeber: upodobitev algebre,
karakter, Arvesonov spekter, praideal, primitiven ideal, radikal, ...?
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S tem vpraSanjem se ukvarjamo v ¢etrtem poglavju. V petem poglaviju
pa obravnavamo vprasanje 1.2.5. Za enostavne multiplikatorje na modulih
pokazemo, da imajo podobne lastnosti, kot jih imajo multiplikatorji na ko-
mutativnih algebrah (slednji so poseben primer enostavnih multiplikator-

jev).
V zadnjem, Sestem, poglavju obravnavamo naslednje vprasanje.

Vprasanje 1.2.7. Naj bo A komutativna Banachova algebra z enoto.
Kaksen mora biti levi Banachov 2A-modul X, da velja Decy(X) = A7

Za razliko od vpraSanja 1.2.1 iS¢emo zdaj pogoje za modul, ne za al-
gebro. Da bi lahko odgovorili na zastavljeno vpraSanje, razsirimo pojem
Arvesonovega spektra do upodobitev modulov. Nato vpeljemo module z
lo¢ljivim spektrom in pokazemo, da velja Decy(X) = 2 za vsak levi Ba-
nachov 2-modul X, katerega dualni modul X* ima locljiv spekter (glejte
posledico 6.3.7).

1.3. Lokalna spektralna teorija

Ta razdelek je namenjen izkljuéno vpeljavi pojmov iz lokalne spektralne
teorije. Nasi standardni referenci sta [21] in [53], na nekaterih mestih pa se
bomo sklicali kar na originalne ¢lanke.

Osrednji pojem lokalne spektralne teorije — dekomponibilnost — smo ze
srecali. Dogovorimo se za naslednje oznake. Ce je X kompleksen Banachov
prostor, naj bo 8(X) mreza vseh zaprtih podprostorov v X. S ¢l () pa
ozna¢imo druzino vseh zaprtih podmnozic v topoloskem prostoru €.

Definicija 1.3.1. Naj bo X kompleksen Banachov prostor in ) topoloski
prostor. Preslikava
E: c(Q) — 8(X)
je spektralna kapaciteta tipa (2, X), ¢e zanjo velja:
(i) E(0) = {0} in E(Q) = X.
(ii) Za poljubno druzino {F;}icr zaprtih podmnozic v Q) je
E()F) = EF).
i€l el
(iii) Ce je {G1,... ,Gn} odprto pokritje topoloskega prostora Q, potem
je
X = E(él) 4+ ...+ E(ém)
Pojem spektralne kapacitete je vpeljal Apostol leta 1968, naSa definicija
pa je posploSena verzija, ki jo je dal Frunza v [35] (definicija 3.1). Apostol je
vpeljal pojem spektralne kapacitete kot pomoc pri §tudiju dekomponibilnosti

operatorjev.
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Definicija 1.3.2. Naj bo X kompleksen Banachov prostor in T € B(X).
Za T pravimo, da ima spektralno kapaciteto, ¢e obstaja taksna spektralna
kapaciteta E tipa (C,X), za katero velja

(a) E slika iz cl (C) v Lat (T) in

(b) o(T|E(F)) C F za vsak F € cl (C).

Da sta pojem spektralne kapacitete in dekomponibilnosti tesno povezana,
kaze naslednji izrek.

Izrek 1.3.3. Omejen linearen operator T na kompleksnem Banachovem
prostoru X je dekomponibilen natanko tedaj, ko ima spektralno kapaciteto.
Se vec, spektralna kapaciteta dekomponibilnega operatorja je enoliéno dolo-

cena.

Za dokaz glejte, recimo, [53], izrek 1.2.23. Da bi lahko povedali, kako je
dolocena spektralna kapaciteta iz izreka, potrebujemo naslednje pojme.

Naj bo T poljuben omejen linearen operator na kompleksnem Bana-
chovem prostoru X. Tocka z € C je v lokalni resolventni mnoZici pr(x)
operatorja T pri vektorju x € X, Ce obstajata taksna odprta okolica U tocke
z in taksna analiticna funkcija f: U — X, da velja

(T—Nf(AN)=x zavse AeU.

Lokalni spekter op(z) operatorja T pri z € X je potem definiran z

or(z):=C\ pr(z).

Zdaj lahko definiramo lokalne spektralne podprostore operatorja 1T €
B(X). Za poljubno mnozico S C C je pripadajoci lokalen spektralni pod-
prostor dan z

Xr(8) :={z € X; or(z) € S}.

Lokalni spektralni podprostori so invariantni za delovanje operatorja T,
vendar v splosnem niso zaprti — niti za zaprto mnozico S ne. Za Xp(0)
velja, recimo, da je zaprt natanko tedaj, ko je enak trivialnemu prostoru,
slednje pa je ekvivalentno dejstvu, da ima operator 7' SVEP.

Definicija 1.3.4. Operator T € B(X) ima SVEP (single-valued exten-
sion property), ¢e za vsako odprto mnozico U C C wvelja, da je edina anali-
ticna resitev f : U — C enacbe (T — N)f(A) =0 (A € U) funkcija, ki je

povsod enaka 0.

Ce je T € B(X) dekomponibilen operator, je pri vsaki mnozici F €
cl (C) lokalen spektralni podprostor Xp(F') zaprt. Izkaze se, da je spektralna
kapaciteta operatorja 1" dana z lokalnimi spektralnimi podprostori:

E(F) = Xr(F)  (F € cl(C)).
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Motiviran z izrekom 1.3.3 je Frunza vpeljal pojem dekomponibilne n-

terice operatorjev ([35], definicija 3.2).

Definicija 1.3.5. Komutirajoc¢a n-terica omejenih linearnih operatorjev
T = (Ty, ..., T,) na Banachovem prostoru X je dekomponibilna, ¢e obstaja
taksna spektralna kapaciteta E tipa (C™,X), da velja:

(a) TLE(F) CE(F) za vse F € ¢l (C") in 1 <k <n.

(b) Pri vsaki zaprti podmnozici F C C" je Taylorjev spekter n-terice T
na E(F) vsebovan v F, tj.

o(T,E(F))CF  (F€cl(Ch).

Definicije Taylorjevega spektra tu ne bomo navajali, bralec jo bo nasel
v [65].

Definicija 1.3.6. Naj bo X kompleksen Banachov prostor in T = (11,
., T,,) komutirajoéa n-terica omejenih linearnih operatorjev na X.
Analiti¢éna resolventna mnozica n-terice T pri z € X je mnoZica p(T, )
vseh z € C", za katere velja, da obstaja taksna odprta okolica V' tocke z in
n analiticnih funkcij f1,..., fn na 'V, ki slikajo v X, da velja

r=(C—T1)f1(Q) + ..+ (G — Tn) fn(Q) (CeV).
Analiticen lokalni spekter n-terice T pri x € X je definiran z
o(T, ) = €\ p(T, z).

Izrek 1.3.7. Dekomponibilna n-terica T komutirajoc¢ih omejenih line-
arnth operatorjev na kompleksnem Banachovem prostoru X ima enoliéno

doloceno spektralno kapaciteto, ki je dana z
E(F)={zeX; o(T,z)C F} (F € cl(C)).

Dokaz izreka 1.3.7 je v [1], izrek 2.6. Kar se tice n-teric operatorjev, smo
koncali, pripomnimo le, da je spektralni dekompoziciji n-teric operatorjev
delno posvecena tudi monografija [31].

Na koncu tega razdelka vpeljimo Se dva pojma, ki sta ze dolgo prisotna
v lokalni spektralni teoriji operatorjev, katerih pomen pa se je pokazal Sele
pred kratkim, [6].

Definicija 1.3.8. Operator T € B(X) ima Bishopovo lastnost (3), ko
velja: ¢e je U odprta podmnoZica v C in f, : U — X zaporedje analiticnih
funkcij, za katero velja, da (T — X)fn(X) konvergira enakomerno k 0 na
vsaki kompaktni podmnoZici mnozice U, potem konvergira zaporedje fy ()
enakomerno k 0 na vsaki kompaktni podmnozici v U.
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Operator T ima dekompozicijsko lastnost (0), ¢e ima pri poljubnem
odprtem pokritju {Uy,Us} kompleksne ravnine vsak x € X razcep x = uy+ug,
pri cemer za vektorja uy, k = 1,2, velja

up, = (T =N fr(A) (A€ C\Uy)
in sta fi, k = 1,2, analiticni funkeciji iz C\ Uy v X.

Operator T' € B(X) je dekomponibilen natanko tedaj, ko ima obe last-
nosti, () in (9) (glejte [6] in [53]). V [6] sta Albrecht in Eschmeier pokazala,
da sta lastnosti dualna ena drugi: operator T ima Bishopovo lastnost (3)
natanko tedaj, ko ima adjungirani operator T* dekompozicijsko lastnost ().
Ekvivalenca velja tudi, ¢e T in T med sabo zamenjamo. Za podrobnosti
glejte tudi [53]. Izkaze se tudi, da je () natanko tista lastnost, ki doloca
operatorje, ki so zozitve dekomponibilnih operatorjev na zaprte invariantne
podprostore. Lastnost (§) pa dolo¢a natanko vse operatorje, ki jih dekom-
ponibilni operatorji inducirajo na kvocientnih prostorih (glejte [53]).

1.4. Definicija modulov in osnovne lastnosti

Namen tega razdelka je vpeljava nekaterih pojmov, s katerimi bomo
delali v nadaljevanju — predvsem imamo v mislih pojem modula in z njim
povezane pojme. Navedli bomo nekatere osnovne odnose med definiranimi
objekti in nekatere trditve bomo tudi dokazali. Ker pa bo v veliki meri §lo za
preproste ugotovitve, bomo marsikateri dokaz izpustili. Ve¢ina obravnavane
snovi je povzeta iz standardnih referenc, recimo [14] in [61]. Ceprav bi lahko
pojem modula zastavili zelo na Siroko, se bomo omejili na situacijo, ko je
modul kompleksen vektorski prostor, na njem pa delujejo preko modulskega
mnozenja elementi kompleksne algebre. V tem razdelku ni predpostavljeno,
da bi katera od algeber ali kateri od vektorskih prostorov bil opremljen s
topologijo.

Definicija 1.4.1. Vektorski prostor X je levi A-modul, ¢e obstaja taksna

preslikava
(1.4.1) AxX —=X, (a,2)—a-z,

da zanjo velja

(LM1): pri vsakem a € A je L, : x+— a-x linearna preslikava na X;

(LM2): pri vsakem x € X je P(x) : a — a-x linearna preslikava iz 2 v
X;

(LM3): za vse a1, ag € A inx € X je ar - (az - x) = (ara2) - .

Ce je X levi A-modul, je preslikava (1.4.1) levo modulsko mnozenje.
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Podobno definiramo desni A-modul X. Tu mora obstajati preslikava
(1.4.2) Ax X — X, (a,z)— z-a,

za katero velja

(RM1): pri vsakem a € 2 je R, : x +— x - a linearna preslikava na X;
(RM2): pri vsakem = € X je A(x): a+ z-a linearna preslikava iz A v
X;
(RM3): zavse a1, ag € Ainx € X je (z-a1)-ag = - (a1a2).
Preslikava (1.4.2) z lasnostmi (RM1), (RM2) in (RM3) je desno modulsko
mmnozenje.

Prostor X je A-B-bimodul, ¢e je levi A-modul ter desni B-modul in sta
modulski mnozenji usklajeni z enakostjo

(BM): a-(z-b)=(a-x)-b, (acU beB, xzcX).

Zaradi (BM) lahko pisemo kar a -z -b namesto (a-x)-b, oziroma a- (x-b).

Pripomnimo, da je vsak levi J-modul 2-C-bimodul, vsak desni B-modul
pa je C-B-bimodul. Ce je X 2A-B-bimodul in je A = B, bomo rekli, da je X
2A-bimodul.

Zgled 1.4.2. Algebra 2 je 2A-bimodul, ¢e sta levo in desno modulsko
mnozenje definirana z mnozenjem v algebri. Bolj splosno: glede na obi¢ajno
mnozenje v U je vsak levi ideal v 2 levi 2-modul, vsak desni ideal je desni
2-modul in dvostranski ideal je 2-bimodul.

Zgled 1.4.3. Naj bosta X in Y vektorska prostora. Z L(X) in L(Y)
ozna¢imo algebri vseh linearnih preslikav na X, oz. na Y, z L(X,Y) pa
prostor vseh linearnih preslikav iz X v Y. Ker je komponiranje preslikav
asociativno, se ni tezko prepricati, da je L(X,Y) L(Y)-L(X)-bimodul.

Definicija 1.4.4. Naj bo X levi »A-modul. Podprostory C X je podmodul,
ce je invarianten za modulsko mnoZenje, tj. ceizy € Y sledi a-y € Y za vse
a €2l

Podobno definiramo podmodule v desnih modulih in bimodulih.

Trivialen podprostor 0 := {0} in cel modul sta vedno podmodula.
Ocitno je presek podmodulov spet podmodul. Velja torej naslednja
trditev.

Trditev 1.4.5. Vsaka podmnozica M v levem A-modulu X je vsebovana
v nekem najmangsem podmodulu, ki ga bomo oznacili z (M).

Zlahka preverimo, da je

(M) ={ar 214 ... +an-on; ax €A, 7 €X, n €N}
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Naj bo 2 algebra. Oznacimo z 2, algebro, ki jo dobimo iz algebre A
tako, da mnozimo v obratnem vrstnem redu. Produkt elementov a in b je

torej v o, definiran z a o b = ba, pri ¢emer je na desni strani produkt iz 2.

Trditev 1.4.6. Ce je X levi A-modul, potem je X za preslikavo (a,z) —
Txa:=a-x desni Ayp-modul.

Podobno je X levi A,,-modul ce je desni A-modul. Vsak A-B-bimodul X
Jje Bop-AUop-bimodul.

Trditev 1.4.7. Naj bosta 2 in B algebri in naj bo X A-B-bimodul, potem
je X tudi levi A @ B,p-modul.

Iz trditev 1.4.6 in 1.4.7 sledi, da ne izgubimo veliko, ¢e se pri obravnavi
modulov omejimo na leve module. To bomo v nadaljevanju tudi storili.

Dual vektorskega prostora X, tj. prostor vseh linearnih funkcionalov na
X, bomo oznadili z X’. Ce je X levi (desni) modul nad algebro 2, potem lahko
na X' na naraven nac¢in vpeljemo strukturo desnega (levega) 2-modula. Tako
je, na primer, produkt £ - a elementa a iz 2 in funkcionala £ iz duala levega
2A-modula X definiran z (€ - a,z) = ({,a - z), x € X. Zlahka preverimo, da je
definicija dobra in da je preslikava (a,&) — & - a desno modulsko mnozenje
na X'. Podobno definiramo levo modulsko mnozenje na X', ko je X desni
2A-modul. Ce je X 2A-B-bimodul, je X’ B-A-bimodul. Prostor X’ bomo
v nadaljevanju imenovali dualni modul, ¢e bo modulsko mnozenje na njem

definirano tako, kot smo pravkar opisali.

Ce je kateri od vektorskih prostorov X in Y modul nad algebro 2, potem
lahko prostor L(X,Y) na naraven na¢in opremimo s strukturo 2-modula.
Velja naslednja trditev.

Trditev 1.4.8. Naj bo A algebra in X ter Y wvektorska prostora.
(i) Ce je X levi A-modul, potem je L(X,Y) desni A-modul: modulsko

mnoZenje je definirano z
(T-a)r=T(a-z) (TeL(X,Y), ac, xzecX).

(i) Ce je X desni A-modul, potem je L(X,Y) levi A-modul: modulsko

mnoZenje je definirano z
(a-Te=T(x-a) (TeLX)Y), ac, xzecX).

(i) Ce je Y levi A-modul, potem je L(X,Y) levi A-modul: modulsko

mnoZenje je definirano z

(a-Thrx=a-Tx (Te€L(X,Y), ac, zeX).
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(iv) Ce je'Y desni A-modul, potem je L(X,Y) desni A-modul: modulsko

mnoZenje je definirano z
(T-a)x=Tz-a (T'eL(X,Y), ac, zeX).

Ce je vektorski prostor X levi A-modul, vektorski prostor Y pa je levi

B-modul, potem iz
b- (T -a)x=b-[(T-a)x]=b-T(a-x)
=0 T)(a-z)=[b-T)-alz,
(T e L(X,Y), acA, be B,z ecX)

sledi, da je L(X,Y) B-A-bimodul. Na podoben nac¢in vidimo, da je L(X,Y)
2A-B-bimodul, ¢e je X desni A-modul, Y pa desni B-modul.

Naj bo 2 algebra in X ter Y leva 2-modula. Preslikava T' € L(X,Y) je

homomorfizem modulov, ¢e velja
Ta-x)=a -Tx (a e, xeX).

Ni tezko videti, da je mnozica vseh modulskih homomorfizmov iz X v Y
linearen podprostor v L(X,Y), oziroma podalgebra v L(X), ce je X = Y.
Oznacimo ta podprostor, oziroma podalgebro, z Lg(X,Y), oziroma z Ly(X).
Homomorfizme desnih modulov in bimodulov definiramo podobno. Podobne
so tudi oznake: L(X,Y)w za prostor vseh modulskih homomorfizmov iz
desnega B-modula X v desni B-modul Y, L(X)y za algebro vseh modulskih
homomorfizmov iz desnega B-modula vase, Ly(X,Y)m, oziroma Ly(X)ss,
pa sta prostor, oziroma algebra, modulskih homomorfizmov, ko sta X in
Y A-B-bimodula. V nadaljevanju bomo na kratko vsakemu modulskemu
homomorfizmu rekli multiplikator.

Zgled 1.4.9. Naj bo X levi A-modul. Potem je
P(z) € Ly(A,X) (x € X).
Definicija 1.4.10. Naj bo X levi A-modul. Anihilator mnoZice M C X
je
anng(M) ={a €; a-x =0 za vse v € M}.
Ocitno je anng (M) = Nzepmker P(z).

Trditev 1.4.11. Naj bo X levi A-modul in M C X poljubna podmnoZica.
Potem je anng (M) levi ideal v2U. Ce je M levi podmodul, potem je anng (M)
dvostranski ideal v 2.

Definicija 1.4.12. Levi A-modul X je zvest, ¢e je anny(X) trivialen ideal
v .
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Zgled 1.4.13. Naj bo X levi A-modul in J dvostranski ideal v 2. Potem
je tudi B = 2A/J algebra. Ce je J C anng(X), potem lahko za vsak z € X in
vsak [a] = a+7J € B definiramo [a]-z = a-z. Brez tezav se lahko prepricamo,

da je s tem mnozenjem X levi B-modul. Ko je T = anng(X), je X zvest levi
B-modul.

Zgled 1.4.14. Naj bo zdaj Y podmodul v levem 2-modulu X. Za poljubna
a € UAin [z] =2+ Y € X/Y lahko definiramo a - [z] = [a- 2] = a-x + Y.
Izkaze se, da je za to mnozenje X/Y levi A-modul.

Naj bo X levi modul nad algebro 2, ki ima enoto 1. V nadaljevanju
bomo vedno privzeli, da velja 1-z = x, z € X, torej da je X unitalen modul.
Ce je 2 algebra brez enote, naj bo 2y := A x C (= A @ C) njena stan-
dardna unitizacija. Se pravi, da sta linearni operaciji v 2; definirani po

komponentah, mnozenje pa je dano z
(a,)(b, ) = (ab+ ab+ Ba,apB), (a,«), (b,05) € A;.
Element (0,1) je enota v ;. Glede na mnozenje
(a,0) zx=a-z+ax, (a,a)cd, zeX,

je vsak levi 2-modul X tudi levi 2{;-modul.
Naj bo i neprazna podmnozica v algebri 2 in M neprazna podmnozica
v levem 2A-podmodulu X. V nadaljevanju bomo z i - M oznacili mnozico

n
{Zak cx; ap € U,z € M}
k=1
Ce je U singleton {a} bomo uporabili oznako a-M. Podobno bomo v primeru,
ko je M singleton {x} pisali - z. Ko je 2 algebra z enoto, je 2 -M = (M),
najmansi podmodul v X, ki vsebuje mnozico M C X.
Ce je J levi ideal v algebri 2, potem je J-X podmodul v levem 2-modulu
X. Rekli bomo, da je J-X koideal, ki pripada J. Lahko se zgodi, da isti koideal
pripada vec¢ idealom.

1.5. Banachovi moduli

V tem razdelku bomo obravnavali module, ki imajo tudi topolosko struk-
turo, natancneje: zanimali nas bodo Banachovi moduli. Tako kot v prejsnjem
bomo tudi v tem razdelku izpustili ve¢ino dokazov, saj jih je mogoce najti
v [14] in [61].

Definicija 1.5.1. Naj bo 2 normirana kompleksna algebra in naj bo X
normiran vektorski prostor nad C. Potem je X normiran levi 2-modul, ce
je levi A-modul, ki zadosca Se pogoju
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(NLM): obstaja taksna pozitivna konstanta K, da za vse a € 2 in vse

z € X velja
(1.5.1) la -zl < Kllal| ||=]].

Ce je normiran levi A-modul X Banachov prostor, potem govorimo o

Banachovem levem 2A-modulu.

Podobno definiramo normirane in Banachove desne 2{-module ter normi-
rane in Banachove bimodule.

Iz (1.5.1) sledi, da so preslikave L, in P(z) iz 1.4.1 (oziroma R, in A(x),
¢e imamo desne module) zvezne.

Ce je X normiran levi modul nad normirano algebro 2, potem je modul-
sko strukturo mogoce razsiriti na napolnitev prostora X. Prav tako je vsak
Banachov levi 2-modul tudi modul nad napolnitvijo algebre 2. To je razlog,
da se bomo v nadaljevanju omejili na Banachove module nad Banachovimi
algebrami. Ko bomo v nadaljevanju govorili o Banachovem modulu bo vedno
privzeto, da je algebra, nad katero je zgrajen, Banachova.

Zgledi Banachovih modulov so zaprti ideali v Banachovi algebri 2 : levi
(desni) zaprt ideal J je levi (desni) A-modul, dvostranski ideal je 2-bimodul.

Ce je X Banachov levi 2-modul, linearna mnozica M C X pa je invari-
antna za delovanje algebre 2, potem je M zaprt podmodul v X. Namreg,
pri vsakem a € 2 je zozitev operatorja mnozenja L, na M omejen operator,
ki ga torej lahko zvezno razsirimo na M.

Trditev 1.5.2. Naj bo 2 Banachova algebra in X Banachov levi A-modul
Ce je Y zaprt podmodul v X, potem je tudi kvocientni prostor X/Y Banachov
levi A-modul.

Definicija 1.5.3. Banachov levi A-modul X je izometricen, ce velja
la- 2| < |lall]l]]
za vse a € A in vse x € X.

Trditev 1.5.4. Ce je X Banachov levi A-modul, potem obstaja na X
taksna norma || - ||', ki je ekvivalentna prvotni normi, da je X glede na to
normo izometricen Banachov A-modul.

Dokaz. Naj bo 2; = A @ C. Ker je 2 Banachova algebra, je tudi 24
Banachova algebra: norma je definirana z |ja @ | = |la| + |a|. V zgledu
1.4.14 smo videli, da je X modul nad 24; in da je 1 - = x za vse x € X, pri
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Cemer je 1 (=0 1) enota iz ;. Ker je
e ®a) -zl = lla-z+ axl| < la- =[] + ||z
< (Kllall + lap) =]} < K([lall + [e]) ||
= Klla @ alfl|l],
je X Banachov levi 2;-modul.
Pri danem x € X naj bo ||z||" := sup{|ja-z||; a € Ay, ||a]| < 1}. Ni tezko

videti, da je || - || norma na X. Zaradi ||1]] = 1 je ||z|| < sup{|la-z|; a €
A1, |la|| <1} = ||z||. Prav tako je

2] = sup{lla - z]l; a €2, fa] <1}
< sup{K|a[[|z[}; a €2, [la <1}
= Kjz]].
Torej je norma || - ||" res ekvivalentna prvotni normi.

Pokazimo Se, da je glede na novo normo X izometricen 2A-modul. Naj
bosta a € A\ {0} in € X poljubna. Potem je

la - z[|" = sup{[[b- (a- 2)[l; be Ay, [b] <1}
a
= [lall sup{][b- Tl zl; b ey, bl <1}

< [lallsup{llc- z; ¢ €@, |l <1}
= flall[l"

O]

Ce ne bo drugace receno, bomo v nadaljevanju za Banachov modul vedno

privzeli, da je izometricen.

Presek zaprtih podmodulov v levem Banachovem modulu je spet zaprt
podmodul, zato je vsaka podmnozica M vsebovana v najmanjSem zaprtem
podmodulu, ki ga bomo oznadili z [M]. Ocitno je [M] = (M).

V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj zgledov Banachovih modulov.

Zgled 1.5.5. Naj bo 2 poljubna Banachova algebra. Oznac¢imo s ()
mnozico vseh kaeakterjev (tj. neni¢elnih multiplikativnih linearnih funkci-
onalov) na 2 in naj bo Xp(2A) = X(2() U {0}. Spomnimo se, da je X(2A)
podmnozica zaprte enotske krogle v 2A*. Naj bo ¢ € ¥Xy(2d) poljuben. Iz
enodimenzionalnega prostora C lahko napravimo Banachov levi 2-modul
tako, da modulsko mnozenje definiramo z

a-z=¢(a)z, (ae, ze€C).

Pogoju (LM1) je ocitno zadoséeno. Zaradi linearnosti ¢ velja tudi (LM2),
iz multiplikativnosti ¢ pa sledi (LM3). Upostevajmo, da je ||¢| < 1, pa
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imamo Se (NLM):
|a- 2| = |@(a)z] < [lall|2].
Ta modul bomo v nadaljevanju oznacili s Cy.
Zgled 1.5.6. Naj bo 2 poljubna Banachova algebra in X poljuben Ba-

nachov prostor. Pri poljubnem ¢ € 3y(2() lahko iz X napravimo Banachov
levi 2A-modul, ¢e postavimo

a-z=¢(a)x, acA, zeX.

Zgled 1.5.7. Naj bo X poljuben Banachov prostor in 2 C B(X) poljubna
zaprta podalgebra. Prostor X je Banachov levi 2-modul, ¢e je modulsko

mnozenje definirano z
(T,z)—Tx, TeA, z X,
pri ¢emer je T'x vektor, v katerega T preslika vektor x.

Zgled 1.5.8. Naj bo G lokalno kompaktna grupa in dx leva Haarova
mera na G. Pri vsakem stevilu 1 < p < oo je LP(G) Banachov prostor
vseh tistih merljivih funkeij f : G — C (bolje re¢eno prostor ekvivalenénih

razredov takih funkcij), za katere velja

11l = (] 1f@P de)"” < o

Ce je p = 00, je L>®(G) Banachov prostor tistih merljivih funkecij f : G — C,
za katere velja

|fllco = ess-sup f =inf{c € R; |{z € G; |f(z)| > ¢}| =0} < 0.

L'(G) je Banachova algebra glede na produkt, ki je definiran s konvolucijo
(f *g)(x /fxy dy—/f )g(y~"'z)dy, f,g € LNG).

Ceje f € LY(@) in g € LP(G) (1 < p < o), potem je f * g € LP(G) in
velja || * gllp < 11 llg1l

Ker je konvolucija distributivna glede na vsoto in asociativna, je vsak
od prostorov LP(G), 1 < p < oo, Banachov levi L' (G)-modul.

Naj bo 2 Banachova algebra. Ce je X Banachov levi 2-modul, je na
dualnem prostoru X* na naraven nacin definirana struktura desnega Ba-
nachovega 2A-modula. Namre¢, ¢e sta a € A in & € X* poljubna, je z
x — (&, a - ) definiran zvezen linearen funkcional na X. V nadaljevanju

bomo ta funkcional oznacili s & - a. Ni se tezko prepric¢ati, da je s preslikavo

Ax X* - X", (a,8) — & a,
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definirana struktura desnega 2l-modula na X*. Ker velja

(€ a,2)] = [(§, - z) < [[]ll|allll]

privseh z € X, je X* Banachov desni 2-modul in velja ocena ||€-al| < ||€]|||al],
kar pomeni, da je X* izometricen. Modulu X* bomo v nadaljevanju rekli
dualni modul. Ce je X desni 2-modul, ima X* strukturo levega Banachovega
2-modula.

Na koncu razdelka se dogovorimo §e za naslednje oznake. Ce je 2 Ba-
nachova algebra in sta X ter Y leva Banachova 2l-modula, potem naj bo
By (X,Y) mnozica omejenih multiplikatorjev iz X v Y. To je zaprt podpros-
torv v B(X,Y), oziroma zaprta podalgebra By(X) v B(X), ¢e je X =Y. V
primeru desnih Banachovih 28-modulov, je prostor omejenih multiplikatorjev
oznacen z B(X,Y)s, oziroma z B(X)g. Ko imamo Banachove 2(-2B-bimodule,
pa so multiplikatorji v Beg(X,Y)ms, oziroma v By(X)xs.



Krepko harmonicéne algebre

V izreku 1.1.4 smo za polenostavno komutativno Banachovo algebro 2
med drugim pokazali, da je regularna natanko tedaj, ko je vsak od opera-
torjev mnozenja T, : 2A — 2 (a € 2A) dekomponibilen. Takoj se postavi
vprasanje, ali je polenostavnost potrebna. V tem poglavju se bomo uk-
varjali s tem in sorodnimi problemi. Pokazali bomo, da obstaja razred
komutativnih Banachovih algeber z enoto, ki jih lahko karakteriziramo na
podoben nagcin, kot so karakterizirane polenostavne regularne komutativne
Banachove algebre v izreku 1.1.4. Omenjene algebre, v nadaljevanju jih
bomo imenovali algebre z locljivim spektrom, so regularne (trditev 2.2.5), a
ne nujno polenostavne. Odprto je vpraSanje, ali je vsaka regularna komuta-
tivna Banachova algebra z enoto tudi algebra z locljivim spektrom. Ceprav
se v okviru polenostavnih komutativnih Banachovih algeber z enoto razreda
regularnih algeber in algeber z lo¢ljivim spektrom ujemata, je odgovor na
zastavljeno vprasanje verjetno nikalen. Namrec, vsaka algebra 2 z lo¢ljivim
spektrom ima lastnost, da vsak element a iz 2 na vsakem levem Banachovem
2A-modulu inducira super-dekomponibilen operator mnozenja (izrek 2.4.2),
kar je zelo mocna zahteva.

Podobno kot v vsaki komutativni Banachovi algebri obstaja najvecja
regularna podalgebra (izrek 1.1.6), obstaja v vsaki komutativni Banachovi
algebri z enoto najvecja podalgebra z lo¢ljivim spektrom (izrek 2.5.1).

2.1. Beurling-Arvesonov spekter

Naj bo A komutativna Banachova algebra in 6 : A — B(X) zvezna
upodobitev algebre 2 na Banachovem prostoru X. Obstaja ve¢ nacinov, kako
definirati spekter upodobitve 0 (glejte [24] in tam navedeno literaturo). Mi
se bomo odloéili za definicijo, ki ovoju jedra ker 6 (v X(21)) pravi spekter
upodobitve 6. Ta definicija sloni na Arvesonovi definiciji spektra upodobitve
grupne algebre (glejte [11]), zato bomo tako definiran spekter upodobitve 6

22
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imenovali Arvesonov spekter in ga oznacili Sp (). Velja torej

Sp (0) :=hg(ker )
={p € Z(A); p(a) =0 za vse a € A, za katere je #(a) = 0}.
Definirajmo Se lokalni Arvesonov spekter upodobitve 0 pri vektorju x € X:
Spo(z) :=={p € Z(A); v(a) =0 za vse a € A, za katere je 0(a)xr = 0}.

Ti dve definiciji bo bralec nasel v razdelku 4.12 v [53]. Tam so izpeljane in
dokazane tudi nekatere lastnosti Arvesonovega spektra v primeru regularne
polenostavne komutativne Banachove algebre.

Kot je dobro znano, so moduli tesno povezani z upodobitvami. Ce na X
vpeljemo modulsko strukturo s predpisom a -z := 0(a)z, a € A, z € X, in
po potrebi obstoje¢o normo zamenjamo z ekvivalentno (trditev 1.5.4), lahko
nanj gledamo kot na izometricen Banachov levi 2A-modul. Jedro upodobitve
6 je seveda isto kot anihilator modula X. Ce je Y taksen zaprt podprostor v
X, da je invarianten za vse 6(a), a € 2, potem je v modulski interpretaciji
podmodul v X in njegov anihilator je enak jedru upodobitve 6|y. Slednja je
definirana z 0|y(a) := 6(a)|y, a € A, in je torej upodobitev algebre 2 na Y.

Definicija 2.1.1. Naj bo A komutativna Banachova algebra in X levi
Banachov 2A-modul. Beurlingov spekter podmmnozice U v X je

Spa(U) = ho(anng(U)) € S(A).

Ce je U singleton {z}, bomo pisali Spy(x) namesto Spg({z}). Ker lahko
na vsako Banachovo algebro gledamo kot na levi modul nad samo sabo, je v
primeru komutativnih Banachovih algeber smiselno govoriti o Beurlingovem
spektru podmnozice elementov iz algebre. Tako je Beurlingov spekter cele
algebre 2 (z enoto ali brez) enak 3(2l). Namre¢, ¢e je element a € 2A v
anihilatorju anng(2), potem mora med drugim veljati tudi a® = 0, od koder
sledi, da je p(a) =0 za vse ¢ € ().

Ocitno v primeru, ko je 21 komutativna Banachova algebra in je X Ba-
nachov levi 2-modul preko upodobitve 6, velja

Spa(X) = Sp(0).
Prav tako v primeru, ko ima 21 enoto, pri vsakem x € X velja
Spa(x) = Spa([z]) = Sp (0];z)) = Spo(x),

kjer je [z] := 2 - z, tj. najmansi zaprt podmodul v X, ki vsebuje z.
Da bi si lahko bolje predstavljali, kaj je Beurlingov spekter, dokazimo
naslednjo trditev (primerjajte jo z zgledom 4.12.2 v [53]). Uporabili bomo
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naslednjo oznako

w(a) == {p € B(A); p(a) #0}, aeA

Trditev 2.1.2. Naj bo U polenostavna komutativna Banachova algebra
z enoto. Za poljuben a € A je anng(a) = ky(w(a)), kar nam da Spg(a) =
ha(ka(w(a))). Ce je A Se regularna, potem je Spy(a) enak nosilcu supp (@)
Gelfandove transformiranke elementa a.

Doxkaz. Ce je b € 2 taksen, da je ba # 0, potem zaradi polenostavnosti
algebre 2 obstaja taksen ¢ € X(2(), da je p(a)p(b) = p(ab) # 0. To pomeni,
da je ¢ € w(a) in da b & ker¢ 2O ky(w(a)). S tem je dokazana inkluzija
ky(w(a)) C anng(a). Vzemimo zdaj, da b € A ni v ky(w(a)). Potem obstaja
v w(a) obstaja taksen ¢, da je ¢(b) # 0. Ker je tudi ¢(a) # 0, mora veljati
ab # 0, kar nam da b ¢ anng(a). Zdaj, ko je enakost anng(a) = kg(w(a))
dokazana, je jasno, da je Beurlingov spekter elementa a enak hull-kernel
zaprtju mnozice w(a). V primeru regularne algebre hull-kernel topologija in
Gelfandova topologija sovpadata, zato je tedaj Beurlingov spekter elementa
a enak nosilcu njegove Gelfandove transformiranke. 0

Zgled 2.1.3. Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto. Njen
dual A* je seveda dualni Banachov 2-modul, tj. produkt med poljubnima
a € Ain § € A* je definiran z (a-§, x) = (€, ax), x € A. Vsak multiplikativen
linearen funkcional na 2 je v 2A*. Trdimo, da je Spy(p) = {p} za vse ¢ €
»(2A). Najprej pokazimo, da je anng(p) = ker¢. Res! Ce je a € anng(p),
potem pri vsakem x € A velja 0 = (a - ¢)(z) = ¢(ax). Naj bo z = 1, pa
dobimo a € ker . Obrat: ¢e je p(a) = 0, potem pri poljubnem z € 2
velja 0 = p(a)p(x) = ¢(az) = (a - p)(x), kar nam da a € anng(p). Ker je
ker ¢ = ky(p) in je vsak singleton hull-kernel zaprta mnozica, velja

Spa(p) = halanna(p)) = ha(ka(e)) = {¢}

V naslednji trditvi so nastete osnovne lastnosti Beurlingovega spektra.

Trditev 2.1.4. Naj bo A komutativna Banachova algebra in naj bo X
Banachov levi A-modul.

(i) Za vsako podmnozico U C X je Beurlingov spekter Spy (W) hull-kernel
zaprta podmnoZica v X(2). Ce ima A enoto, je torej Spy (W) kompaktna
mnoZzica.

(ii) Ce ima 2 enoto, potem je Beurlingov spekter Spy(U) neprazne
mnoZice U C X prazen natanko tedaj, ko je W = {0}.

(111) Za poljubna a € A in x € X veljajo inkluzije

ha(ka(w(a) N Spa(x))) C Spala - x) € Spala) N Spu().
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(1) Spa(X) = Spa(X7).
(v) Za poljuben koncen nabor x1,... ,z, € X je

Spa(z1+ ...+ xn) CUp_; Spu(zr).

DokAz. Tocka (i) sledi iz definicije Beurlingovega spektra. Tudi (ii) je
ve¢ ali manj o¢itna: spekter Spg(U) je prazen natanko tedaj, ko anihilator
anng(U) ni vsebovan v nobenem maksimalnem idealu. Slednje pa se v
komutativni algebri z enoto lahko zgodi natanko tedaj, ko je anng(U) = 2,
kar je ekvivalentno enakosti U = {0}.

(iii) Naj bo ¢ € w(a) N Spy(x). Ce je b € anng(a - x), potem je ab €
anng(x). Ker je ¢ € Spyg(x) in je ¢(a) # 0, mora veljati ¢(b) = 0. Upos-
tevajmo Se, da je Beurlingov spekter hull-kernel zaprt, pa je prva inkluzija
dokazana. Da bi dokazali drugo inkluzijo, vzemimo taksen ¢ € %(2(), ki ni
v preseku Spy(a) N Spy(z). To pomeni, da ¢ ¢ Spy(a) ali ¢ & Spy(x). Ce
velja prvo, potem v anng(a) obstaja taksen b, za katerega je ¢(b) # 0. Ker
je b tudi v anng(a-z), funkcional ¢ ni v Spg(a-z). Na enak nacin bi sklepali
v primeru, ko ¢ & Spg(z). Tu bi $e morali upostevati komutativnost algebre
2.

(iv) sledi iz enakosti anng(X) = anng(X*), ki jo zlahka preverimo.

(v) Dovolj je obravnavati primer n = 2. O¢itno je anng(x1)Nanng(x2) C
anng(x1 + x2). Zdaj uporabimo enakost (6) iz trditve 7.1.2 v [61]. O

Opomba 2.1.5. V primeru, ko ima 2 enoto, iz tock (ii) in (iii) izhaja, da
iz. Spg(a)NSpy(z) = 0, sledi a-z = 0 in, podobno, iz Spg(a—1)NSpy(z) = 0,
sledi a -z = x.

Se naprej naj bo X Banachov levi modul nad komutativno Banachovo
algebro z enoto A. Ce je U neprazna podmnozica v X, potem je

anny(U) = anng((U)) = anngy([U]),
od koder sledi
Spa(U) = Spa((U)) = Spa([U]).
Definirajmo pri vsaki mnozici F C 3() mnozico
X(F) = {z € X; Spa(z) C F}.

Iz tock (iii) in (v) trditve 2.1.4 sledi, da je X(F") podmodul v X. Podobno
lahko ugotovimo, da je tudi

.rX:(F) ={z e X; Spy(z)NF = @}

podmodul v X. Oznac¢imo z X zaprtje podmodula X(p) v X.
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Definicija 2.1.6. Naj bo X Banachov levi modul nad komutativno Ba-
nachovo algebro 2, ki ima enoto, in naj bo F C (). Podmodul X(F') je
spektralni podmodul mnozice F' in X je kospektralni podmodul mnozice
F.

V primeru, ko bomo na algebro 2 gledali kot na levi Banachov 2-modul
preko leve regularne upodobitve, bomo govorili o spektralnih in kospektral-
nih idealih.

Na splosno je o spektralnih in kospektralnih podmodulih tezko povedati
kaj ve¢ kot to, da so podmoduli. V naslednjem razdelku bomo vpeljali
posebno druzino komutativnih Banachovih algeber z enoto, v okviru katerih
pa se bodo ti podmoduli izkazali za zelo uporabne.

2.2. Algebre z locljivim spektrom

Naslanjajo¢ se na Telemanove ideje [66, 67] je Koh [48] vpeljal krepko
harmonicne algebre.

Definicija 2.2.1. Algebra 2 je krepko harmoni¢na, ¢e za poljuben par
razlicnih maksimalnih modularnih idealov My in My v A, obstajata taksna
ideala Iy in ITo v, da Ty ¢ My, Io ¢ My in je TyTo = {0}.

V [12, 13] se je Baskakov ukvarjal s kompleksnimi komutativnimi krepko
harmoni¢nimi Banachovimi algebrami in jih imenoval algebre z loéljivim
spektrom. Torej: 2 je algebra z lo¢ljivim spektrom (vcéasih bomo rekli, da
2 ima locljiv spekter), ¢e je krepko harmoni¢na kompleksna komutativna
Banachova algebra.

Nas bodo v nadaljevanju zanimale le krepko harmoni¢ne algebre z enoto.

Ker v primeru komutativne kompleksne Banachove algebre z enoto ob-
staja bijektivna korespondenca med maksimalnimi ideali in karakterji, je
jasno, da lahko algebre z lo¢ljivim spektrom definiramo na naslednji naéin.

Definicija 2.2.2. Komutativna Banachova algebra z enoto je algebra
z lo¢ljivim spektrom, ce za poljubna karakterja ¢ in 1 iz X(A) obstajata
taksna elementa a in b v A, da je ab=0 in p(a) # 0 # (b).

Zgled 2.2.3. Naj bo 2 polenostavna in regularna komutativna Bana-
chova algebra z enoto, potem je 2 algebra z loc¢ljivim spektrom. Namrec,
najprej iz dejstva, da je X(2A) Hausdorffov prostor, sledi, da za poljubna
razlicna karakterja ¢ in ¢ iz 3 () obstajata disjunktni odprti okolici U in
V, prva tocke ¢ in druga tocke 1. Zaradi regularnosti 2 pa lahko po [50],
izrek 7.3.2, najdemo taksna elementa a in b v 2, da je a(p) = 1, suppa C U,
/I;(w) = 1 in suppb C V. Velja tore] a(go)B(u;) = 1in ab = 0. Ker pa je 2
polenostavna, je ab = 0.
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Topoloski prostor X je 0-dimenzionalen, ¢e je druzina vseh podmnozic,
ki so odprte in zaprte, baza topologije. Ce je recimo X lokalno kompakten,
Hausdorffov in popolnoma nepovezan, potem je X 0O-dimenzionalen (izrek
3.5 v [41]). Se pravi, ¢e je spekter ¥(2) komutativne Banachove algebre 2

popolnoma nepovezan, potem je 0-dimenzionalen.

Zgled 2.2.4. Naj bo 2 komutativna regularna Banachova algebra z
enoto, katere spekter ¥(2() je O-dimenzionalen. Pokazali bomo, da je 2
algebra z loc¢ljivim spektrom.

Naj bosta ¢ in 1 razlicna karakterja v X(2(). Ker je 3(2) Hausdorffov
topoloski prostor, obstajata disjunktni odprti okolici U; in Vi tock ¢ in .
Algebra 2l ima enoto, zato sta mnozici U; in V1 kompaktni. Ker je 3(2() 0-
dimenzionalen, obstajata odprti okolici U in V tock ¢ in %, ki sta vsebovani
v Uy, oziroma v V7, in sta hkrati tudi zaprti, torej tudi kompaktni. Unija
U UV je odprta in zaprta mnozica, zato je takSen tudi njen komplement F' =
Y0\ (UUV). Naj bo Z = ky(F). Potem je (Z) = X(A) \ hg(Z) =U UV
([50], izrek 7.3.1). Se pravi, da lahko spekter 3(Z) zapisemo kot disjunktno
unijo dveh nepraznih kompaktnih mnozic. Po izreku Silova o idempotentih
(glejte, recimo, korolar 3.5.13 v [61] ali izrek 3.6.3 v [63]) obstaja v Z taksen
idempotent e, dajee(r) =1za7 € Uine(r) = 0za7 € V. Podobno obstaja
v T takSen idempotent f, da je f(T) =0zaT€eUin f(T) =lzaTtelV.
Ocitno za a := e in b := f —ef velja ab = 0 ter a(p) = e(p) = 1 in
b(y) = f(¥) ~eW) f(¥) = 1.

V obeh navedenih zgledih smo zahtevali, da je algebra regularna. Pred-
postavka je bila potrebna, saj neregularnih algeber z loé¢ljivim spektrom
sploh ni — Se veé¢, vsaka krepko harmoniéna algebra je regularna (glejte
trditev 7.4.2 v [61]). Dokaz te trditve za algebre z lo¢ljivim spektrom je zelo

enostaven.
Trditev 2.2.5. Vsaka algebra z loc¢ljivim spektrom je reqularna.

DoxkAz. Po definiciji je komutativna Banachova algebra 2 regularna, ce
je hull-kernel topologija na ¥(2A) Hausdorffova.

Naj bo % algebra z lo¢ljivim spektrom in ¢ ter ) razli¢na funkcionala iz
Y (2A). Potem obstajata taksna a in b v 2, da je ab =0 in ¢(a) # 0 # ¢(b).
Od tod sledi, da sta w(a) in w(b) disjunktni mnozici, prva vsebuje ¢ in
druga 1. Ker sta ti dve mnozici komplementa ovojev hg(a), oziroma hg(b),
sta hull-kernel odprti. O

Naslednja trditev je povzeta po [12].

Trditev 2.2.6. (i) Ce je A algebra z locljivim spektrom in je T zaprt
ideal v A, potem je tudi A/T algebra z locljivim spektrom.
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(i) Naj bosta A in B algebri z locljivima spektroma. Potem sta tudi
A x B in AV algebri z locljivima spektroma.

(11i) Naj bo A algebra z locljivim spektrom in naj bo B komutativna
Banachova algebra z enoto. Ce je ® : A — B tak homomorfizem algeber, ki
enoto preslika v enoto, da je slika ®(A) gosta v B, potem je tudi B algebra

z lo¢ljivim spektrom.

DokAz. Ce izenacimo %(2/Z) s podmnozico heg(Z) v %(2) ([50], izrek
7.3.1), spektra X(A x B) in X(AXB) pa izenacimo z mnozicama {(p,0); ¢ €
Y0 U{(0,7); ¢ € £(B)}, oziroma X(A) x 3(B) (prvo zlahka preverimo,
drugo pa je [14], §43 trditev 19), potem (i) in (ii) sledita iz same definicije
algeber z locljivim spektom.

(iii) Adjungirana preslikava ® : 2" — B’ preslika vsak karakter na B
v karakter na 2, o tem se ni tezko prepricati. Ker je slika homomorfizma ®
gosta v B, sta ¢ in P’y razlicna karakterja na 2, ¢e sta ¢ in v razlicna
karakterja na 5. Ker je 2 algebra z lo¢ljivim spektrom, obstajata taksna
ain b v 2, da velja ab = 0 in a(®'p) # 0 in g(@’zﬁ) #+ 0. Zdaj zlahka
preverimo, da za ®(a) in ®(b) iz B velja ®(a)P(b) = 0in (P(a)) (¢) # 0 ter
(@) () £0. .

Posledica 2.2.7. Naj bosta 2 in B poljubni algebri z locljivima spek-
troma. Ce je || - ||lo takina krizna norma na algebraicnem tenzorskem pro-
duktu A ® B, da je napolnitev A R4 B tega produkta glede na normo || - ||q
Banachova algebra, potem je A R, B algebra z locljivim spektrom.

DoxAz. Preslikava ®, ki tenzorju ), ;a; ® b; € ARMW priredi ta tenzor
v A R4 B, je homomorfizem algeber, njegova slika je gosta in enoto preslika
v enoto. Uporabimo tocki (ii) in (iii) trditve 2.2.6. O

Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto. Ce za vsako podmno-
zico F C (), ki je zaprta v Gelfandovi topologiji, in vsak ¢ € X(A) \ F
obstaja taksen element a € 2, da je a(p) # 0 in Spg(a) N F = @, potem
je A algebra z locljivim spektrom. Namre¢, naj bosta ¢ in 1 poljubna
razlicna karakterja iz X(2(). Ker je mnozica X (2(), opremljena z Gelfan-
dovo topologijo, kompakten Hausdorffov topoloski prostor, obstajata taksni
odprti okolici U in V, prva tocke ¢ in druga tocke 1, da sta U in V disjunktni.
Po predpostavki obstajata taksna a in b v 2, da velja a(yp) # 0, 7)\(1/1) # 0,
Spa(a) NUS = 0 in Speg(b) NVE = (. Se pravi, da je Spg(a) N Spgy(b) = 0,
od koder, po trditvi 2.1.4, sledi ab = 0. Naslednja lema trdi, da velja tudi
obrat.

Lema 2.2.8. Naj bo A algebra z locljivim spektrom. Potem za poljubno
zaprto podmnozico F' C X(21) in vsak ¢ € X(A) \ F obstaja taksen element
a € A, da velja a(p) =1 in Spy(a) N F = 0.
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Dokaz. Ker je 2 regularna, Gelfandova topologija in hull-kernel to-
pologija sovpadata. Naj bo F' C X(2() zaprta in naj bo ¢ € X(A) \ F.
Pri vsakem 1) € F obstajata taksna ay and by v 2, da je ayby, = 0 in
aw(go)@,(w) # 0, saj ima 2 lo¢ljiv spekter. Po trditvi 2.1.4 od tod sledi,
da je Spa(ay) Nw(by) = 0. Druzina {w(by); ¥ € F} je odprto pokritje F.
Zaradi kompaktnosti F' obstajajo taksni 91,... ¢, v F, da je F' C w(by,)U
...Uw(by,) =: U. Oznacimo a’ := ay, .. .ay, . Beurlingov spekter Spg(a’) je
vsebovan v Spy(ayg,) N ... N Spy(ay,), kar pomeni, da je Spy(a’) NU = 0.
Stevilo @’ () = Gy, () - .- @y, () je od ni¢ razlicno, torej za a = a(p)ta
velja a(p) =1 in Spy(a) NU = 0. O

Pravkar dokazana lema nam omogoca, da poiSéemo ovoje spektralnih in
kospektralnih idealov v algebri z loc¢ljivim spektrom.

Trditev 2.2.9. Naj bo 2 algebra z locljivim spektrom in naj bo F' C X (A)
neprazna mnozica. Potem je

ho(U(F)) =F¢ in  hy(UAr)=F.
Ce je F zaprta mnoZica, je U(F) zaprt ideal v 2.

DoKAz. Poglejmo ideal A(F). Ce je ¢ v F€¢, potem oéitno za vsak a €
A(F) velja a(e) = 0. Torej je F'© C ho(2A(F)) in zaradi zaprtosti ovoja je
tudi F¢ C hy(A(F)). Ce je F¢ = B(A), je dokaz koncan. Vzemimo torej,
da to ni res: obstaja ¢ ¢ F¢. Po lemi 2.2.8 obstaja taksen a € 2, da je
a(p) # 0 in Spa(a) N Fe = 0. Od tod sledi Spy(a) C F° C F, kar pomeni,
da je a € A(F'). Zaradi a(y) # 0 mora veljati ¢ ¢ hy(A(F)).

Enakost hg(2r) = F se dokaZze podobno.

Naj bo F' zaprta mnozica in {¢,}32; poljubno zaporedje iz A(F'), ki
konvergira k ¢ € 2. Ce je ¢ € F€, potem po lemi 2.2.8 obstaja taksen d € 2,
da je d(¢) = 1 in Spy(d) € F¢. Velja torej Spu(d) N Spa(cn) = 0 za vse
n € N, kar nam da dc¢, = 0, n € N. Zaradi zveznosti mnozenja od tod sledi
dec = 0. Uporabimo trditev 2.1.4, pa imamo w(d) N Spy(c) = 0, oziroma
© ¢ Spa(c), kar smo hoteli videti. O

Zdaj lahko dokazemo izboljsano verzijo leme 2.2.8.

Trditev 2.2.10. Naj bo A komutativna Banachova algebra z enoto.

Ce za vsako podmnozico F C Y(A), ki je zaprta v Gelfandovi topologiji,
in vsak p € L(A)\ F obstaja taksen a € A, da je a(p) # 0 in Spy(a)NF =0,
potem je A algebra z locljivim spektrom.

Obrat: ce je A algebra z locljivim spektrom, potem za poljubni disjunktni
zaprti mnozici E C X(A) in F C () obstaja taksen a € A, da je a(r) =1
za vse T € E in Spy(a) N F = .
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Dokaz. Prvi del trditve smo dokazali v komentarju pred lemo 2.2.8.
Poglejmo obrat. Najprej pripomnimo, da je vsaka zaprta podmnozica v
Y (2A) kompaktna, saj ima 2 enoto. Naj bosta U in V disjunktni odprti
mnozici, prva okolica mnozice F in druga okolica mnozice F. Potem je F' C
V CcU¢in ENU® = (). Algebra A je regularna in po trditvi 2.2.9 (iii) velja
he(™Agre) = U€. Uporabimo lahko izrek 7.3.2 iz [50], ki pravi, da obstaja v
Aye taksen a, da je a(r) = 1 za vse 7 € E. Jasno je, da velja a(r) = 0 za
vse 7 € U°. Pokazimo, da je Spg(a) N F = (. Naj bo b poljuben iz Ae).
Potem je Spg(b) N U¢ = (), oziroma Spy(b) C U C V°. Se pravi, da je
ey € A(VE). Ker pa je A(VC) zaprt ideal, vsebuje tudi Aye. Beurlingov
spekter elementa a, ki je v 2Aye, je torej podmnozica v V¢ Od tod sledi
Spa(a) N F = 0. O

Naslednji izrek je eno najpomembnejsih orodij v celotni teoriji algeber z
lo¢ljivim spektrom. Povzet je po [12], kjer pa ni dokaza.

Izrek 2.2.11 (Razélenitev enote). Naj bo 2 algebra z locljivim spektrom.
Za vsako odprto pokritie U = {Un,... Uy} spektra X(2) obstajajo taksni
elementi ay, ... ,an v, za katere velja a1 + ...+ an = 1 in Spy(ar) C Uy
privseh k=1,... n.

DokAz. Vsak ¢ € (1) je v neki mnozici U; iz pokritja U. Ker je X (2A)
Hausdorffov topoloski prostor, lahko pri danem ¢ najdemo taksno odprto
okolico W, totke ¢, da je W, C W, C U;. Tudi druzina {W; ¢ € X(2)}
je odprto pokritje X(A). Ker je prostor 3(2) kompakten, lahko najdemo
taksne @1,...,¢m v 3(A), daje X(A) =W, U...UW,, . Naj bo E; unija
tistih mnozic WW, ki so vsebovane v U;. Pri vsakem indeksu ¢ je torej
E; kompaktna podmnozica v U; in o¢itno velja E1 U ... U E, = X(2). Po
trditvi 2.2.10 obstajajo taksni ¢; € A, ¢ = 1,...,n, da je ¢(7) = 1 za
vse 7 € E; in Spy(c;) NUF = 0. Oznacimo by = ¢y, ba = (1 —¢1)eg, ...,
bp =(1—c1)(1 —c2)...(1 — cp_1)cn. Potem je Spe(b;) C Spalci) C U;. Z
indukcijo zlahka dokazemo, da je by + ...+ by =1—(1—¢1)...(1 —cx). Se
pravi, da velja by +...+b, =1—(1—¢1)...(1—¢p). Ker je vsak p € () v
nekem F;, velja p((1—¢1)...(1—¢y,)) = 0 za vse ¢ € (). To pomeni, da je
c:=(1—c1)...(1—¢p) v (Gelfandovem) radikalu algebre 2. Potem pa 1 —¢
ni v nobenem maksimalnem idealu in je torej obrnljiv v 2 (glejte, recimo,
korolar 1.1.2 v [50]). Postavimo a; = b;(1 — ¢)~! pri vseh i = 1,... ,n, pa
imamo aj + ...+ a, = 1 in Spy(a;) C U;. d

Posledica 2.2.12. Komutativna Banachova algebra z enoto je algebra z
lo¢ljivim spektrom natanko tedaj, ko v njej velja razélenitev enote v smislu
1zreka 2.2.11.
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Dokaz. Da ima vsaka algebra z locljivim spektrom razélenitev enote,
trdi sam izrek 2.2.11. Da velja obrat, vidimo tako, da za poljubni razli¢ni
tocki ¢ in 9 iz X(A) poiséemo disjunktni odprti okolici U in V| potem pa
za odprto pokritje {U, V, 3() \ {y, 1 }} uporabimo izrek razclenitev enote.

Obstajajo torej elementi a, b in ¢ v 2, za katere velja
at+b+c=1 in Spy(a) CU, Spa(b) SV, Spalc) € Z(A)\ {p, 9}

Se pravi, da velja widehata(y) = 1 in g(w) = 1 ter, zaradi disjunktnosti
mnozic U in V, ab = 0. O

2.3. Spektralni in kospektralni podmoduli

V tem razdelku bomo nekoliko podrobneje pogledali na spektralne in
kospektralne podmodule v Banachovem modulu nad algebro, ki ima lo¢ljiv
spekter. V vecini dokazov je kljuCnega pomena izrek o razclenitvi enote.

Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto in X levi Banachov
2A-modul. Za kospektralni podmodul Xg, kjer je F' poljubna podmnozica v
Y (1), vemo, da je zaprt podmodul, saj je to del definicije. Prav tako je v
primeru algeber z lo¢ljivim spektrom vsak spektralni ideal A(F') zaprt, e
je F' zaprta podmnozica v X(2() (trditev 2.2.9). Podobna trditev velja za
spektralne podmodule.

Trditev 2.3.1. Naj bo U algebra z locljivim spektrom in X Banachov
levi A-modul. Ce je F C X(A) zaprta, potem je X(F) zaprt podmodul v X,
podmodul X*(F') pa je Sibko-x zaprt v dualnem Banachovem modulu X*.

Dokaz je podoben dokazu trditve 2.2.9, zato ga bomo izpustili.

Posledica 2.3.2. Naj bo U algebra z locljivim spektrom, X Banachov
levi A-modul in S C X(A) poljubna mnoZica. Ce je {x,}2, C X takino
zaporedje, ki konvergira k x € X in pri vsakem indeksu n velja Spy(xy,) C S,
potem je Spy(x) C S. Podobno velja za posploseno zaporedje {&;}ic1 C X*, ki
konvergira h £ € X* v $ibki-x topologiji, da je Spa(€) C S, ée je Spa(&) € S
pri vsakem indeksu ¢ € 1.

Zdaj bomo pogledali, kako so povezani spektralni in kospektralni pod-
moduli v danem modulu in v dualnem modulu.

Ce je X kompleksen Banachov prostor in Y C X linearna mnogoterost,
naj bo

Yh = {6 e X5 (n,y) =0 zavsey € Y}

Mnozica Y+ je sibko- zaprt linearen podprostor v X* in ¢e je X modul
nad algebro 2, mnozica Y pa invariantna za delovanje 2, je Y= podmodul
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v dualnem Banachovem modulu X*. Naj bo zdaj W linearna mnogoterost v

dualu X* Banachovega prostora X. Potem je mnozica
W, :={zxeX; ({,z) =0 za vse { € W}

zaprt podprostor. Ce je X Banachov 2-modul, mnozica W pa podmodul v
dualnem modulu, je W, podmodul v X. Za linearno mnogoterost Y je (Y+) |
njeno zaprtje v X, medtem ko je (W )1 &ibko-* zaprtje W v X*.

Lema 2.3.3. Naj bo A algebra z locljivim spektrom in X Banachov levi
A-modul. Ce za v € X in & € X* velja Spy(x) N Spu(€) = 0, potem je
¢ € X(Spa(x))*.

DokAz. Naj bo y € X(Spy(z)) poljuben vektor. Potem tudi zanj velja
Spa(y) N Spa (&) = 0. Oznacimo U = Spy(€)© in V = Spy(y)¢. Ocitno sta U
in V odprti mnozici, ki pokrijeta X (21). Po izreku o razélenitvi enote obstaja
taksen a € 2, da je Spy(a) C U in Spy(1l —a) C V. Potem pa je a-y =y in
a-&=0. Se pravi, da je

(&y) =(a-y)=(a-&y) =0.
O

Obrat leme 2.3.3 ne velja. Vzemimo namrec, da je 2 algebra z locljivim
spektrom, ki ni polenostavna, in r # 0 element iz radikala. Potem je po
trditvi 2.1.4 Spg(r) neprazna mnozica. Vzemimo, da je ¢ € Spg(r). Ker
je Spale) = {¢} (glejte zgled 2.1.3), je Spa(r) N Spa(p) = {¢}. Velja pa
@(r) =0, saj je r v radikalu.

Obrat leme ne velja niti v primeru, ¢e je algebra polenostavna. Poglejmo
primer algebre zveznih funkcij na enotskem disku D. Ce je f € C(D) taksna
funkcija, da w(f) # D, potem obstaja v supp (f) (nosilec je enak Beurlin-
govemu spektru) vsaj ena taksna tocka 7 € D, da je (r, f) = f(7) = 0.

Izrek 2.3.4. Naj bo 2 algebra z locljivim spektrom in X Banachov levi
A-modul. Za poljubno zaprto mnozico F C () velja

(i) Xt = X*(F) in Xp = X*(F) L ter

(ii) Xt C X(F)* in X(F) C (X%),.

Ce je podmodul X% gibko-+ zaprt, potem je X% = X(F)* in X(F) =
(XF)L-

Dokaz. (i) Naj bo vektor € X takSen, da je Spg(z) N F = 0, tj.
z € X(p). Ce je £ € X*(F), je torej Spg(x) N Spe (&) = 0. Od tod po lemi
2.3.3 sledi (£, r) = 0. Se pravi, da vsak £ € X*(F') uni¢i X () in torej tudi
zaprtje tega prostora, tj. Xp. Dokazali smo inkluzijo X*(F) C X3.

Obratno inkluzijo bomo dokazali s protislovjem. Vzemimo, da obstaja
tak £ ¢ X*(F), ki je v X7. 1z £ ¢ X*(F) lahko sklepamo, da v Spg(&) obstaja
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taksen ¢, ki ni v F. Oznacimo U = F¢in V = {yp}¢. Odprti mnozici U in V'
sta odprto pokritje spektra ¥(2(), zato po izreku o razclenitvi enote obstaja
taksen a € 2, da velja Spy(a) C U in Spy(l—a) C V. Od tod sledi a(yp) = 1,
oziroma ¢ € w(a) N Spy(§). To pomeni, da spekter Spy(a - £) ni prazna
mnozica, oziroma z drugimi besedami, 7 = a - £ je netrivialen funkcional. Iz
Spa(n) C Spa(a) N Spy(§) in Spg(a) N F = 0 sledi Spy(n) N F = 0. Ker je
funkcional ¢ v podmodulu X#, je v njem tudi funkcional .

Naj bo x € X poljuben vektor. Zaradi Spy(n) N F = () obstaja taksen
b e, daje Spy(b) C F°in Spy(1l —b) C Spy(n)°. Zdaj imamo

(mx)= b -2+ (1-0) z)=(nb-z),

saj po lemi 2.3.3 iz Spy(1 — b) N Spe(n) = 0 sledi (n, (1 —b)-z) = 0. 1z
Spa(b-z) C Spy(b) in Spu(b)NF = 0 izhaja b-x € Xp, zato je (n,b-x) = 0.
Ugotovili smo, da je (n,z) = 0 pri vseh « € X. Protislovje, saj je n # 0.
Enakost X = X*(F), sledi iz pravkar dokazane enakosti X+ = X*(F).
(ii) Naj bo & € X}, taksen funkcional, za katerega velja Spg(§) N F = 0.
Ce je z € X(F), je Spy(x) C F, kar pomeni, da je Spg(x) N Spy(E) = 0.
Po lemi 2.3.3 od tod sledi (£,2) = 0. Ugotovili smo torej, da velja {{ €
X*; Spa(€) N F =0} C X(F)*, kar nam da inkluzijo X% C X(F)*.
Predpostavimo, da je podmodul X7 Sibko-* zaprt v X*. Potem je X3 =
((X%)L)*. Dovolj je torej pokazati, da velja inkluzija (X%), C (X(F)Y),. =
X(F), saj iz nje sledi zeljena inkluzija X(F)* C ((X3)L)*T = X%
Vzemimo, da vektor x € X ni v X(F'). To pomeni, da v Spg(x) obstaja
taksen ¢, ki ni v F. Naj bo a € 2 taksen element, za katerega velja a(p) = 1
in Spy(a) C F€. Potem je y = a-z od ni¢ razlicen vektor, ki ima ¢ v spektru
in torej ni v X(F'). Po Hahn-Banachovem izreku obstaja taksen funkcional
n € X*, daje (n,y) = 1. Naj bo { = a-n. Zaradi disjunktnosti mnozic Spy(a)
in F, je z F' disjunkten tudi spekter Spy(§). To pomeni, da je £ € X7}. Velja
pa (€,2) = (a-1,2) = (n,5) = 1, 7at0 o ¢ (X)L
Inkluzija X(F) C (X}.) 1 in enakost X(F') = (X7},) 1 sta trivialni posledici.
O

Pri iskanju Beurlingovega spektra nam je v veliko pomo¢ naslednja
trditev — primerjajte jo s trditvijo 4.12.5 v [53].

Trditev 2.3.5. Naj bo 2 algebra z locljivim spektrom in X Banachov levi
A-modul. Za poljubno neprazno podmnozico M C X velja

Spa(M) = UzenSpau(x).

Dokaz. Ce sta Nj in Ny taksni podmnozici v X, da je N1 C N, potem
je Spu(N1) € Spe(N3). Od tod sledi, da je UpeneSpau(z) C Spo(M). Ker pa
je spekter zaprta mnozica, velja tudi UzeneSpa(x) C Spo(M).
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Da bi videli veljavnost obratne inkluzije, vzemimo, da ¢ € () ni
v UgenSpa(z). Po lemi 2.2.8 obstaja taksen a € A, da je a(p) = 1 in
Spa(a) N UzentSpa(z) = 0. Od tod sledi a -z = 0 za vse x € M, oziroma
a € anng(M). Zaradi a(p) # 0, funkcional ¢ ni v Spy(M). O

Posledica 2.3.6. Naj bo U algebra z locljivim spektrom, X Banachov
levi A-modul in' Y C X podmodul. Ce je ¢ € Spu(Y) in je U poljubna
odprta okolica te tocke, potem obstaja taksen nenicelni vektor x € Y, da je

Spoy(x) C U.

DokAz. Ker je Spa(Y) = UzeySpa(z), obstaja v Y taksen y, da je
Spa(y) N U # 0. Naj bo ¢ € Spg(y) NU. Po lemi 2.2.8 lahko najdemo
taksen a € 2, da je a(¢) = 1 in Spg(a) C U. Zaradi ¥ € w(a) N Spy(y) je
x = a -y od 0 razlicen vektor iz podmodula Y, za katerega velja Spg(x) C
Spy(a) C U. O

Ker inkluzija v drugi tocki izreka 2.3.4 ni vedno enakost, je tezko pove-
dati, kaj je Beurlingov spekter spektralnega podmodula. Beurlingov spekter

kospektralnega podmodula pa znamo dolociti.

Izrek 2.3.7. Naj bo U algebra z locljivim spektrom in X Banachov levi
A-modul. Za poljubno zaprto mnozico F C () je

(i) Spa(Xr) = Spa(X) \ F

in

(i) Spa(X) N F° C Spy(X(F)) C Spa(X) N F. Ce je mnoZica F enaka

zapriju svoje motranjosti, potem velja
Spa(X(F)) = Spa(X) N F.

DokAz. (i) Naj bo ¢ € Spg(X) \ F' poljubna tocka in U njena odprta
okolica. (Ce je Spy(X)\ F prazna mnozica, potem inkluzija Spy(X) \ F C
Spa(Xr) ocitno velja.) Naj bo V = U \ F. Tudi to je odprta okolica ¢. Se
pravi, da obstaja nenicelni vektor x € X, da je Spy(z) C V C U (posledica
2.3.6). Od tod sledi, da je 2 € Xp. Ugotovili smo, da so v vsaki odprti okolici
U tocke ¢ tocke iz Spa(Xr) (saj je Spa(Xr) = UgexpSpa(z)). Spekter
Spa(Xr) je zaprta mnozica, zato je ¢ € Spy(Xp). S tem smo pokazali, da
je Spa(X) \ F C Spa(Xr), oz. Spa(X) \ F C Spa(Xp).

Ce tocka ¢ ni v Spy(X) \ F, potem lahko najdemo taksen a € 2, da
je a(p) = 1 in je Spy(a) N Spy(X)\ F = 0, od koder sledi Spy(a) C F U
Spa(X)€. Naj bo z € X taksen vektor, da je Spy(xz) N F = (). Potem je

Spa(z) N [F U Spa(X)] = [Spa(x) N F]U [Spa(x) N Spau(X)] = 0,

kar nam da Spg(x) N Spy(a) = 0. Torej je a - x = 0. Tako smo pokazali,
da je a € anny(X(p)). Toda potem je a tudi v anng(Xr). Ker je ¢(a) # 0,
karakter ¢ ni v Spg(Xr).
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(ii) Ker je X(F) = X(Spu(X) N F), ni¢ ne izgubimo, ¢e predpostavimo,
da je F' C Spg(X). Uporabimo trditev 2.3.5, pa je jasno, da velja inkluzija

Spa(X(F)) C F = Spa(X) N F.

Zaradi predpostavke F' C Spy(X), je tudi F° C Spg(X). Naj bo ¢ € F°
in U poljubna odprta okolica ¢. Potem je tudi V := U N F° odprta okolica
@. Po posledici 2.3.6 obstaja taksen nenicelni vektor x, da je Spg(z) C V.
Vektor z je torej v X(F?°). Ker je x od ni¢ razlicen je v njegovem spektru
vsaj ena tocka. To pomeni, da je v vsaki odprti okolici tocke ¢ vsaj ena
tocka iz unije Uycx(re)Spa(r). Od tod sledi, da je ¢ v zaprtju te unije,

tj. ¢ € Ugex(ro)Spa(z). Ker je bil ¢ poljuben karakter iz F° in ker je

Ugex(re)Spa(r) zaprta mnozica, imamo

Fo C Upexpe)Spa(z).

Upostevajmo, da je

Uzex(ro)SPa(r) C Uzex(r)Spa(z) = Spa(X(F)),
pa smo dokazali tudi inkluzijo
Fo C Spu(X(F)).
Zdaj, ko vemo, da velja
Fo C Spa(X(F)) C F,

je jasno, da imamo povsod enacaje, ¢e je F° = F. O

Naj bo 2 algebra z lo¢ljivim spektrom, X Banachov levi 2-modul, 2
topoloski prostor in f: X () — € poljubna zvezna preslikava. Definirajmo

preslikavo Ey, ki slika iz druzine zaprtih podmnozic v €1 v druzino zaprtih
podprostorov v X, tj. iz ¢l () v 8§(X), s predpisom

Ef(F) :=X(f'(F)) (Fe€d(Q).
Trditev 2.3.8. Preslikava Ef je spektralna kapaciteta tipa (€2, X).

Doxkaz. Ocitno velja Ef(0) = 0 in Ef(3(2A)) = X. Naj bo {F;}icr
poljubna druzina mnozic v ¢l (2). Potem je {f~1(F;)}ier druzina zaprtih

podmnozic v X(21). Brez tezav lahko preverimo, da je
X(fH(NierFy) = X(Nierf ™ (F)) = NierX(f (),

zato velja E¢(NierF;) = NierEy(F3).

Vzemimo poljubno odprto pokritje {G1,... ,G,} prostora . Potem je
{U,: f~Y(Gy); k =1,...,n} odprto pokritje prostora X (2). Po izreku o
raz¢lenitvi enote obstajajo v 2 taksni ay,... ,ay, za katere velja a; + ...+
an, = 1 in Spg(ar) C Uy pri vseh k = 1,...,n. Poljuben z € X lahko
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zapiSemo kot x = a1 -x +...+a, -z, od koder sledi, da je x € X(Uy) + ...+
X(U,), saj velja Spy(ax - x) C Spo(ar) C Uy privseh k=1,... ,n. Ker je

X(Ur) € X(Ux) € X(f1(Gr)) = E¢(Gr),

smo dokazali, da je X C E¢(G1) + ...+ Ef(G,). Obratna inkluzija je seveda
trivialna. O

2.4. Karakterizacija algeber z lo¢ljivim spektrom

V tem razdelku bomo karakterizirali algebre z lo¢ljivim spektrom s po-
mocjo lokalne spektralne teorije. Baskakov ( glejte izrek 2 v [12] oz. [13]) je
pokazal, da je komutativna Banachova algebra z enoto 2 algebra z lo¢ljivim
spektrom natanko tedaj, ko obstaja v 2 taksna podmnozica 2y, da velja:

(i) Gelfandove transformiranke elementov iz 2l loc¢ijo tocke v 3 (2() in

(ii) za vsak a € g je operator mnozenja L, : b+ ab, ki slika iz 2 vase,
dekomponibilen.

Mi bomo ta izrek dokazali po svoje. Se veé, nasi rezultati bodo mocnejsi,
saj bomo pri Sibkejsih pogojih dokazali ve¢. Za¢nimo z naslednjim izrekom,
ki posplosuje rezultat Baskakova v eno smer.

Izrek 2.4.1. Naj bo U algebra z loc¢ljivim spektrom in naj bo X Banachov
levi A-modul. Potem je za vsak a € A operator mnoZenja T, : X — X,

T +— a-x, dekomponibilen in njegova spektralna kapaciteta je dana z
E.(F):=X@ *(F)), Fec(C).

Dokaz. Naj bo a € 2. Ker je Gelfandova transformiranka @ zvezna
funkcija iz $(A) v C, je praslika a—1(F) zaprte mnozice FF C C zaprta. Po
trditvi 2.3.1 je X(a~'(F)) zaprt podmodul v X. Se pravi, da je E, preslikava,
ki slika iz ¢l (C) v Lat (Tg,).

Trditev 2.3.8 nam zagotavlja, da je E, spektralna kapaciteta tipa (C, X).
Pokazati moramo, da je spektralna kapaciteta za T,. Ker E, slika v Lat (Tg,),
je pogoju (a) iz definicije 1.3.2 zados¢éeno. Edino, kar Se moramo videti je,
da velja 0(T4|E4(F')) C F za vsako zaprto podmnozico F' v C.

Naj bo F zaprta podmnozica v C. Ozna¢imo F = a~!(F). Za poljubno
tocko A v F€ obstaja taksna odprta okolica U mnozice F, da A € U. Naj
bo U := a1 (U). Potem seveda velja U C a~(U). Oznacimo se H := U° in
H =a ' (H). To sta zaprti mnozici in ocitno velja F N'H = . Ker je H¢ =
a Y(H®) in H® = U, imamo H¢ C a~!(U). Za spekter kvocientne algebre
A/A(H) po izreku 7.3.1 v [50] velja, da je homeomorfen ovoju hy(A(H)).
Po trditvi 2.2.9 pa je hg(A(H)) = HE. Se pravi, da je L(A/A(H)) C a~1(U).
Poglejmo element a — XA + A(H) iz A/A(H). Za vsak ¢ € E(A/A(H)) je
ola—A+2(H)) =a(p) — \. Ker A ni v U, je a(p) # \. Torej Stevilo 0 ni v
spektru o(a—A+2A(H)), kar pomeni, da ima a — A+ 2A(H) inverz v 2A/A(H).
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Obstaja torej taksen b € A, da velja (b+2A(H))(a — A+ A(H)) = 1 + A(H).
Vzemimo tak d iz A(H), da je b(a — \) = 1+ d. Pri vsakem z € X(F) potem
velja

Tb]x(f)(Ta|x(]:) —ANz=bla—A)-z=x+d-x.
Iz Spo(d- ) C Spy(d) N Spy(x) C HNF = () sledi, da je d-z = 0. Se pravi,
da je

Tylxr)(Talxry — Nr =2 za vse v € X(F).
Torej je Tu|x(F)—A obrnljiv. S tem je inkluzija o (T |x(F)) € F dokazana. [

Zdaj ni tezko videti, da je pri pogojih prejsnjega izreka vsak operator
Ty, a € 2, super-dekomponibilen. V nadaljevanju bomo uporabili naslednjo
ekvivalentno definicijo super-dekomponibilnosti (glejte izrek 1.4 v [54]).

Operator T' € B(X) je super-dekomponibilen natanko tedaj, ko za vsako
odprto pokritje {Uy, Us} kompleksne ravnine obstajata taksna podprostora
X1, Xo v Lat (T), kakor tudi operatorja S1, Sy € B(&X), ki komutirata s T,
da velja:

S1+ 5 =1,

Sl(DC) C X in SQ(:X:) C Xs ter

U(T|x1) C U in U(T‘XQ) C Us.

Izrek 2.4.2. Naj bo A algebra z locljivim spektrom in naj bo X Banachov
levi A-modul. Potem je vsak operator mnozenja T, € B(X), a € A, super-

dekomponibilen.

DokAz. Naj bo a € A. Ce je {Wy,Ws} odprto pokritje C naj bo
{U1, Us} taksno odprto pokritje C, za katero velja Uy C U C Wy, k= 1,2.
Par {U1,Us}, pri cemer je Uy = a 1(Uy), k = 1,2, je odprto pokritje X(21).
Po izreku o razclenitvi enote (izrek 2.2.11) obstajata taksna by in by v 2, da
je by + by = 1 in Spg(br) C Uk, k = 1,2. Naj bo S operator mnozenja z
b1 in S operator mnozenja z by na X. Jasno, S7 in Sy komutirata s T}, in
zanju velja Sy + Sy = I. Podprostora Xy, := X(a~1(Uy)), k = 1,2, sta zago-
tovo v Lat (T5) in, kot smo videli v dokazu izreka 2.4.1, je spekter o(Tq|x, )
vsebovan v mnozici Uy, ki je podmnozica v Wy, k = 1,2. Ker za vsak z € X
velja

Spa(Skx) = Spa(br - ©) C Spal(be) C U, Ca " (Uk),
jeim S, C X, k=1,2. O

Naslednji izrek posplosuje rezultat Baskakova v nasprotni smeri.

Izrek 2.4.3. Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto. Ce ob-
staja taksna podmnozica Ay v A, da Gelfandove transformiranke elementov
iz g locijo tocke v () in ima vsak od operatorjev mnozenja Lq : A — A,
a € Ay, lastnost (0), potem je A algebra z locljivim spektrom.
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DokAz. Naj bosta ¢ in 9 razlicna funkcionala iz X(2(). V 2y obstaja
taksen a, da je Ao := a(p) # a(y) =: po. Oznacimo € = |Ag — po| in naj
boU={z€C; |Ao—2 <3}, V={2€C; |uo—2| < 2e}, W = {z €
C; [Ao—2| > g€ in |up—z| > te} ter Uy = VUW in Vi = UUW. Ker ima
L, lastnost (9), par {U,U;} pa je odprto pokritje C, lahko poljuben = € 2
zapisemo kot = u + uy, kjer je u = (Lg — A)f(\) za vse A € C\ U, pri
¢emer je f: C\ U — 2 analiti¢na funkcija. Podobno je u; = (Lg — \) f1()\)
za vse A € C\ U; in neko analitiéno funkcijo f; : C\ U; — 2. Seveda,
x € 2 lahko zapisemo tudi kot x = v + v1, kjer sta pa v in vy elementa s
podobnimi lastnostmi, le mnozici U in U; zamenjamo z mnozicama V in V.

Vzemimo za z enoto iz 2. Potem imamo 1 = u+(L,—\) f1(A), A € C\U;.
Ker je Ao v C\Uj, sledi iz 1 = u+(a—Xg) f1(Ao), da je i(¢) = 1. Na podoben
nacin vidimo, da je v(¢)) = 1. Pokazimo Se, da je uv = 0.

Izberimo poljuben ¢ € A*. Na 20* poglejmo kot na dualni Banachov -
modul. Ker je f analiti¢na funkcija z vrednostmi v 2, je F(A) := f(\) - &
analitiéna funkcija na C \ U, katere vrednosti so v 2*. Ce enakost

u:(La_A)f(A)7 /\GC\U,

z desne pomnozimo s &, dobimo

(2.4.1)
u-€=(La=ANf(A) €= (a=ANf(N)-&=(L; - NF(N), AeC\U.

Torej je or:(u- &) C U. Podobno vidimo, da je or:(v- &) € V. Oznacimo s
H funkcijo, ki slika iz C\ U v 2* tako, da $tevilu A priredi funcional v- F'()).
Pomnozimo (2.4.1) z leve z v, pa dobimo

vu-€= (L= Nv-F(\) = (L =\ H(\), AeC\T.

Ker je H analiticna, je op:(vu-§) C U. Podobno dobimo op:(vu-§) C V.
Torej je orx(vu-&) C UNV = 0. Po predpostavki ima operator L, lastnost
(0), zato ima adjungirani operator L} Bishopovo lastnost (3) (glejte [53],
izrek 2.5.18) in torej SVEP ([53], trditev 1.2.19), kar pa je ekvivalentno
enakosti A}, (0) = {0} ([53], trditev 1.2.16). Se pravi, da velja vu-§ = 0,
od koder sleadi 0= (vu-&,1) = (£, uv). Funkcional & € A* je bil poljuben,
zato je uv = 0. O

Izrek 2.4.3 lahko nekoliko izboljSamo.

Izrek 2.4.4. Naj bo A komutativna Banachova algebra z enoto in naj
bo X levi Banachov A-modul. Predpostavimo, da A deluje na X ciklicno in
da je anng(X) = {0}. Ce obstaja v A taksna podmnoZica Ao, da Gelfandove
transformiranke elementov iz gy loc¢ijo tocke v X () in ima pri vsakem a €
Ay operator mnozenja T, : X — X lastnost (§), potem je A algebra z loéljivim

spektrom.
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DokAz. Najbo z € X ciklicen vektor za 2. Velja torej {a-x; a € A} = X.
Vemo, da je P(z) : a +— a-x omejena preslikava iz 2 v X. Ker pa je x ciklicen,
je P(z) surjekcija. Ce je a-z = 0zanek a € 2, potem je a-b-z = b-a-x = 0 za
vse b € A, od koder zaradi cikli¢nosti sledi a € anng(X) = {0}. Se pravi, da
je P(x) injektivna preslikava. Sklepamo lahko, da je inverz P(z)~!: X —
zvezen. Naj bo a € Ry ter T, in L, pripadajota operatorja mnozenja na
X, oziroma na 2. Potem je P(z)~'T, = L,P(x)~!. Zdaj uporabimo lemo 2
iz [6]. Ta lema — med drugim — trdi naslednje: ¢e sta X in Y Banachova
prostora, T' € B(X) in S € B(Y) pa taksna operatorja, da obstaja surjekcija
A € B(X,Y), ki ju spleta, tj. AT = SA, potem ima S lastnost (), ¢e jo ima
T. Ker T, ima lastnost (d), jo ima torej tudi L,. Uporabimo Se izrek 2.4.3
pa je dokaz koncan. O

Pogoj anng(X) = {0} v prejsnjem izreku je potreben.

Zgled 2.4.5. Poglejmo disk algebro A(D). To je algebra vseh zveznih
kompleksnih funkcij na zaprtem enotskem disku D, ki so analiti¢ne v nje-
govi notranjosti D. Ker A(ID) ni regularna, ni algebra z lo¢ljivim spektrom.
Enodimenzionalen prostor C je levi Banachov A(DD)-modul, ¢e mnozenje
definiramo z f - z := f(0)z pri vseh f € A(D) in vseh z € C. O¢itno A(D)
deluje cikli¢cno na C. Operator mnozenja, ki ga inducira f € A(D) je oblike
f(0)I, pri ¢emer je I identi¢ni operator na C. Se pravi, da so izpolnjeni vsi
pogoji izreka 2.4.4, razen tistega o anihilatorju, saj ann4p)(C) # {0}.

Vprasanje je, ali lahko pogoj o cikli¢nosti nadomestimo s sibkejsim pogo-

jem. Da ga ne moremo kar izpustiti, kaze naslednji zgled.

Zgled 2.4.6. Spet naj bo A(D) disk algebra. Za levi Banachov A(D)-
modul pa vzemimo €(D), tj. Banachovo algebro vseh zveznih kompleksnih
funkcij na D. Vsak operator mnozenja na C(D) s funkcijo iz A(D) je super-
dekompobilen, ker je A(D) C €(D) in je C(D) algebra z lo¢ljivim spektrom.
Ocitno velja tudi annap)(€(D)) = {0}. Toda A(D) ne deluje ciklitno na
e(D).

Naj bo 2 algebra z lo¢ljivim spektrom in X Banachov levi A-modul.
V izreku 2.4.1 smo videli, da je spektralna kapaciteta operatorja mnozenja
T, € By(X), a € &, dana z E,(F) = X(@'(F)), F € cl(C). Ker je spek-
tralna kapaciteta dekomponibilnega operatorja enoli¢no dolo¢ena in dana z

njegovimi analiti¢nimi spektralnimi podprostori, imamo
X7 (F)=X(@ ' (F)) privseh F €l (C).

Od tod sledi naslednja trditev.
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Trditev 2.4.7. Naj bo A algebra z loc¢ljivim spektrom in X levi Banachov
A-modul. Potem je

or,(z) = a(Spy(x)), z=e€X,
za vsak operator mnozenja Ty, a € A, na X.

Doxkaz. Pri danem x € X naj bo F' = o7, (x). Potem je x € X, (F) =
X(a=(F)), kar nam da Spg(z) C @ (o1, (x)). Po drugi strani, ¢e postavimo
F = a(Spu()), je z € X(@ 1(F)) = Xr,(F) in torej o7, (z) C a(Spa(z)).

O

Na koncu razdelka se vpraSajmo, ali bi lahko v izreku 2.4.1 operatorje
mnozenja nadomestili s Sir§im razredom multiplikatorjev. Naslednji zgled

kaze, da se v sploSnem to ni mogoce.

Zgled 2.4.8. Naj bo G nediskretna lokalno kompaktna Abelova grupa.
Z 2 oznac¢imo standardno unitizacijo grupne algebre L'(G) in naj bo X :=
L'(G). Ker je 2 polenostavna regularna komutativna Banachova algebra z
enoto, je algebra z loc¢ljivim spektrom. Na X deluje 2 na obic¢ajen nacin
(modulsko mnozenje je konvolucija). Iz elementarne teorije multiplikator-
jev je znano ([49], §0.1), da lahko multiplikatorje na X izena¢imo z algebro
M (Q) regularnih Borelovih mer na G. Prav tako pa je znano, da vsi multi-
plikatorji na L!(G) niso dekomponibilni (glejte §4.11 v [53]).

2.5. Najvecja podalgebra z locljivim spektrom

Spomnimo se, da je komutativna Banachova algebra 2 regularna, ¢e je
mnozica Y (2(), opremljena s hull-kernel topologijo, Hausdorffov topoloski
prostor (glejte, recimo, definicijo 7.1.4 v [50]). Vsaka komutativna Bana-
chova algebra 2l vsebuje najve¢jo zaprto regularno podalgebro Reg (). Za
polenostavne algebre z enoto je to dokazal Albrecht [5], splosni primer pa
so neodvisno dokazali Neumann [60] in Inoue in Takahashi [43] (glejte [53],
§4.3).

V tem razdelku bomo pokazali, da vsaka komutativna Banachova algebra
2 z enoto vsebuje najvecjo podalgebro z lo¢ljivim spektrom. V nadaljevanju
bomo to podalgebro oznacevali s Sep (). Ker je algebra z locljivim spek-
trom regularna, velja inkluzija Sep () C Reg (2(). V primeru, ko je A Se
polenostavna, velja zaradi trditve 2.2.5 celo enakost Sep () = Reg (). Ob-
staja velika podobnost med Sep (2) in Reg (), toda ker ne vemo, ali ima
vsaka regularna algebra locljiv spekter, je odprto tudi vprasanje o enakosti
algeber Sep (1) in Reg ().

Izrek 2.5.1. V wvsaki komutativni Banachovi algebri z enoto A obstaja

najvecja podalgebra, ki je zaprta, vsebuje enoto iz A in ima loéljiv spekter.



2.5. NAJVECJA PODALGEBRA 7 LOCLJIVIM SPEKTROM 41

Dokaz. Naj bo F druzina vseh zaprtih podalgeber € v 2, ki vsebujejo
enoto iz 2 in imajo lo¢ljiv spekter. Druzina F ni prazna, saj vsebuje C1.
Oznac¢imo s & zaprto podalgebro v 2, ki jo generira unija D = Ugc €. Naj
bosta ¢ in 1) razliéna karakterja iz X(&). Ce bi veljala enakost ¢(a) = 1(a)
za vse a € D, potem bi se ¢ in ¢ ujemala tudi na &, kar pa ni res. To
pomeni, da Gelfandove transformiranke elementov iz D lo¢ijo tocke v ().

Pri danem a € D poglejmo operator mnozenja L, : & — &. Ker je
a v D, obstaja taksna algebra €, v druzini F, da je a € &,. Algebra &
je levi Banachov €,-modul, saj je €, C &. Po izreku 2.4.1 je operator L,
dekomponibilen. Uporabimo zdaj izrek 2.4.3, pa vidimo, da je & algebra
z locljivim spektrom. Iz konstrukcije sledi, da je & najvec¢ja podalgebra v
druzini F. O

Naj bo 2 poljubna komutativna Banachova algebra. Spektralni polmer
poljubnega elementa a € 2 je definiran z

r(a) = lim [la"|'/".

Iz elementarne Gelfandove teorije sledi, da je spektralni polmer submulti-
plikativna polnorma na 2 in da velja r(a) < ||al| ter

r(a) = max{|A[; A € o(a)} = max{lp(a); ¢ € X(A)}

za vse a € 2 (za podrobnosti glejte [61], §2.2, ter [50]). Se pravi, da je
spektralni polmer norma na 2l natanko tedaj, ko je algebra polenostavna.
Ce je U C QA poljubna podmnozica v komutativni Banachovi algebri 2, bomo
najmanjSo mnozico, ki vsebuje U in ki je zaprta v topologiji, ki jo doloca
polnorma r, imenovali spektralno zaprtje U v 2.

Za podalgebro B v algebri z enoto 2l bomo rekli, da je za inverze zaprta,
Ce velja naslednje: kakor hitro je a € B taksen, da je v 2 obrnljiv, je tudi

njegov inverz a~! v B.

Trditev 2.5.2. Naj bo A komutativna Banachova algebra z enoto.

(i) Podalgebra Sep () je za inverze zaprta.

(ii) Ce je B poljubna zaprta podalgebra v A, ki vsebuje enoto iz U in ima
locljiv spekter, potem je tudi njeno spektralno zaprtje v algebra z locljivim
spektrom. Od tod sledi, da je Sep () spektralno zaprta podalgebra v .

Doxkaz. (i) Pa vzemimo, da podalgebra Sep () ni za inverze zaprta.
To pomeni, da v Sep () obstaja taksen a, ki je v 2 obrnljiv, njegov in-
verz a~! pa ni v Sep (2). Naj bo & zaprta podalgebra v 2, ki jo generira
mnozica Sep (A) U {a~!'}. Jasno, Gelfandove transformiranke elementov iz
Sep (A) U {a~!} locijo tocke v X(&). Ker je & modul nad Sep (), so vsi
operatorji mnozenja Ly : & — &, b € Sep (), dekomponibilni (izrek 2.4.1).
V posebnem je dekomponibilen tudi operator L, : & — &. Operator L,
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je obrnljiv, njegov inverz je operator L,-1. Ker je inverz obrnljivega dekom-
ponibilnega operatorja dekomponibilen (glejte [21], trditev 2.1.12), je L,-1
dekomponibilen. Zdaj lahko uporabimo izrek 2.4.3, ki nam pove, da je G al-
gebra z locljivim spektrom. Toda to je v nasprotju z dejstvom, da je Sep ()
najvecja podalgebra z locljivim spektrom.

(ii) Naj bo B zaprta podalgebra v 2, ki vsebuje enoto 1 iz 2 in ki ima
locljiv spekter. Spektralno zaprtje B v 2 oznac¢imo s €. Jasno je, da je €
zaprta podalgebra v 2 in da je 8 C €. V nadaljevanju bomo sledili idejam
iz dokaza trditve 4.3.7 iz [53].

Naj bo ¢ € ¥(€) poljuben. Potem zozitev ¢|y ni trivialen multiplika-
tiven linearen funkcional na 9B, saj velja ¢|gn(1l) = ¢(1) = 1. Se pravi, da
preslikava R, ki karakterju ¢ € X(€) priredi njegovo zozitev na 9B, slika
v X(9B). Pokazimo, da za poljubno podmnozico F' C X(€), ki je zaprta v
Gelfandovi topologiji, in poljuben ¢ € 3(€) \ F velja, da R(p) ne pripada
Gelfandovemu zaprtju mnozice R(F') v X(8). Namrec, ¢e bi, bi lahko dobili
posploseno zaporedje {y;}ier C F, za katerega bi veljalo R(p;) — R(p) v
Gelfandovi topologiji prostora ¥(9%8), kar pa je ekvivalentno ¢;(b) — ¢(b) za
vse b € 2B. Naj bosta ¢ € € ter € > 0 poljubna. Ker je € spektralno zaprtje
B, lahko najdemo taksen b € B, da je r(b — ¢) < €. Poleg tega pa obstaja
taksen indeks j € I, da velja |¢;(b) — p(b)| < € za vse i € I, za katere velja
i > j. Potem pa lahko ocenimo

i(e) — ()] < lpi(e) — i) + i(b) — 0 (B)] + ip() — (€]
< (b~ o)+ [ild) — p(b)] + (b — ©) < 3e.

To pomeni, da ¢;(c) — ¢(c) za vsak ¢ € €, oziroma ¢ € F. Protislovje.
Ce sta torej ¢ in 1 razlicna karakterja iz 3(€), sta njuni zozitvi ¢|s in 1|
razliéna karakterja iz X(B). Ker je B algebra z locljivim spektrom, obstajata
taksna a, b € B, da je ab =0 in p(a)y(b) = ¢|s(a)Y|s(b) # 0. To pomeni,
da je € algebra z loc¢ljivim spektrom. O

Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto in X levi Banachov 2~
modul. Ozna¢imo z Decg(X) mnozico vseh tistih elementov a iz A, za katere
velja, da je pripadajoci operator mnozenja T, : X — X dekomponibilen.
Ker je vsak levi Banachov 2-modul tudi levi Banachov Sep (2)-modul, je
zaradi izreka 2.4.1 jasno, da je Sep () C Decy(X). V splosnem ni znano,
ali je Decy(X) algebra, toda za posebni primer, ko je X = 2, je ze Apostol
pokazal, da je Decy(2l) zaprta podalgebra v 2 (glejte [10] in trditev 4.4.9 v
[53] za splosnejsi primer, ko 2 nima enote, ampak ima le omejeno priblizno
enoto). Algebro Decg(2l) bomo imenovali Apostolova algebra.

Trditev 2.5.3. Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto. Obrav-
navajmo naslednje transfinitno zaporedje zaprtih podalgeber v 2. Postavimo
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Ap := A in Aqy1 := Decy,, (Aa), ¢e je a ordinalno Stevilo. Za poljubno li-
mitno ordinalno stevilo a pa naj bo A, = N{Ag; B < a}. Zaporedje {Uq}a
je od nekod naprej konstantno in ta konstantna vrednost je Sep (2).

DokAz. Jasno je, da je zaporedje algeber padajoce. Ker obstajajo or-
dinalna Stevila, ki presegajo Stevilo elementov v 2, je jasno, da mora biti
zaporedje od nekod naprej konstantno. Oznac¢imo to konstantno vrednost
s 6. Glede na lastnost algebre Sep (2) je ocitno, da je ta algebra v vsaki
algebri iz zaporedja, torej tudi v &. Po drugi strani pa zaradi & = Decg(S)
velja, da je & algebra z lo¢ljivim spektrom. Ker je Sep () najvecja podal-
gebra z lo¢ljivim spektrom v 2, je torej & C Sep (2A). O

Zadnja trditev je analog trditve 4.4.16 iz [53] in nas dokaz je le rahlo spre-
menjen dokaz omenjene trditve. Trditev 4.4.16 iz [53] govori o Reg (2) in
tam ni zahtevano, da ima algebra enoto, vendar pa mora biti polenostavna.
Kot smo Ze omenili, v primeru polenostavnih algeber z enoto Reg (2() in
Sep () sovpadata. Zgornja trditev torej Se dodatno kaze na veliko podob-
nost med Reg () in Sep (A).



Krepko harmonicni operatorji

Kot smo videli v poglavju o krepko harmoni¢nih algebrah, se lastnosti
algeber z locljivim spektrom odrazajo na operatorjih mnozenja z elementi iz
teh algeber. V tem poglavju bomo skusali to Se bolj neposredno izkoristiti
in bomo algebre z lo¢ljivim spektrom uporabili kot orodje v teoriji opera-
torjev na Banachovih prostorih. V prvem razdelku bomo vpeljali razred
krepko harmonicnih operatorjev v nadaljevanju pa Studirali njihove lastnosti
s stalis¢a lokalne spektralne teorije. V drugem delu poglavja nas bodo za-

nimali predvsem krepko harmoni¢ni elementarni operatorji.

3.1. Definicija krepko harmoni¢nih operatorjev

V tem razdelku bomo definirali krepko harmoniéne operatorje in pokazali,
da je razred le-teh dokaj velik.

Definicija 3.1.1. Omejen linearen operator T na kompleksnem Bana-
chovem prostoru X je krepko harmonicen, ce je vsebovan v neki zaprti pod-
algebri A C B(X), ki je algebra z locljivim spektrom, pri ¢emer je identicni

operator I njena enota.
Krepko harmonic¢ni operatorji obstajajo.

Zgled 3.1.2. Naj bo 2 poljubna algebra z lo¢ljivim spektrom in X pol-
juben Banachov levi 2-modul. Ce je ® : A — B(X) homomorfizem, ki
elementu a € 2 priredi operator mnozenja T, na X, potem je po trditvi
2.2.6 (iii) podalgebra ®(A) C B(X) z locljivim spektrom. Njena enota je

identi¢ni operator, saj je ®(1) = I. Vsi operatorji mnozenja Ty, a € 2, so
torej krepko harmoni¢ni operatorji.

V zgledu smo videli, da so operatorji mnozenja z elementi iz algebre z
lo¢ljivim spektrom krepko harmonicéni operatorji na poljubnem Banachovem
levem modulu. Za te operatorje pa vemo (glejte izrek 2.4.2), da so super-
dekomponibilni. Izkaze se, da to velja za vsak krepko harmonicen operator.

Trditev 3.1.3. Vsak krepko harmonicen operator je super-dekomponibi-

len.

44
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DokAz. Naj bo T' € B(X) krepko harmonic¢en operator in naj bo 2 C
B(X) taksna algebra z locljivim spektrom, ki vsebuje 7" in I. Glede na
mnozenje S -z := Sz, S € A, x € X, je X Banachov levi 2-modul. Po
izreku 2.4.2 je operator mnozenja s T na X, tj. operator x — T - x, super-

dekomponibilen. Toda o¢itno je ta operator enak operatorju 7. O

Naslednja dva zgleda kazeta, da je razred krepko harmoni¢nih operator-
jev dokaj velik.

Zgled 3.1.4. Topoloski prostor je popolnoma nepovezan, ¢e nobena nje-
gova povezana podmnozica ne vsebuje ve¢ kot ene tocke. Po trditvi 1.4.5
iz [53], je vsak operator T' € B(X), ki ima popolnoma nepovezan spek-
ter, super-dekomponibilen. Pokazali bomo, da so operatorji te vrste krepko
harmonic¢ni. Namre¢, naj bo T' € B(X) operator s popolnoma nepovezanim
spektrom in naj bo 2 C B(X) zaprta podalgebra, ki jo generirata operator T
in identi¢ni operator I. Ocitno je 2 komutativna Banachova algebra z enoto
in, kot je dobro znano, sta prostora ¥ (2(), opremljen z Gelfandovo topologijo,
in o(T") homeomorfna. Se pravi, da je ¥(2) popolnoma nepovezan prostor.
Zgled 1.4.11 iz [53] pa kaze, da je tedaj vsak operator mnozenja Lg : 2A — 2,
S € 2, super-dekomponibilen. Ker Gelfandove transformiranke elementov
iz 2 locijo tocke v (1), je po izreku 2.4.3 2 algebra z lo¢ljivim spektrom.

Zgled 3.1.5. Naj bo €) zaprta podmnozica v C. Podalgebra 2 v algebri

vseh zveznih kompleksnih funkcij na 2, C(Q2), je za inverze zaprta dopustna
algebra (glejte [53], strani 44-46), e velja
(a) funkciji 1: z—1, z€ Q,inid: z+— 2z, z€ Q, stavA;
(b) za vsako odprto pokritje {U1, ... U, } mnozice § obstajajo taksne funkcije
fiyeoo s fn v A da velja fr(2) € [0,1], supp(fx) € Uk, 1 < k < n, in
Yrei fu(2) =1 zavse z € Q, pri ¢emer je supp (f) := {z € C; f(z) # 0}
nosilec funkcije f € ;

(c) za vsako funkcijo f € 2 in vsako tocko ¢ ¢ supp (f) je funkcija

fz) .
[ e\
Je: { 0 ;2=

v 2 in
(d) ce je f € A taksna, da obstaja % in je to funkcija v C(£2), potem je %
tudi v 2.

Naj bo X Banachov prostor. Preslikava U : 20 — B(X), kjer je A za in-
verze zaprta dopustna algebra, je 2-spektralna funkcija, ¢e je algebraicen ho-
momorfizem in je U(1) identi¢ni operator na X. Albrecht je v [1], (trditev 3.6)
pokazal, da je funkcija ¢ — U(f¢), katere vrednosti lezijo v B(X), analiticna
na komplementu nosilca supp (f). Se pravi, da je U 2-spektralna funkcija v

smislu definicije 3.1.3 iz [21]. Operator T' € B(X) je 2-skalaren, ¢e obstaja
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taksna 2-spektralna funkcija U, za katero velja U(id) = T (definicija 3.1.18
v [21]). Ce ima A-skalaren operator T € B(X) taksno 2-spektralno funkcijo,
ki komutira z vsakim operatorjem, ki komutira s 7T, potem je T regularen
2-skalaren.

Naj bo T' € B(X) 2-skalaren operator, pri ¢emer je 2 za inverze zaprta
dopustna algebra, in naj bo U neka 2A-spektralna funkcija za T. Oznac¢imo
z B zaprtje mnozice {U(f); f € A} C B(X). Potem je B komutativna
Banachova algebra z enoto [ in, po izreku 3.2.1 v [21], je spekter algebre B
homeomorfen o(7T'). Gelfandova transformiranka elementa U(f), f € 2, je
kar zozitev f|q(r). Ocitno funkcije f|,(7), f € &, locijo tocke v o(T') = X(°B).

Trditev 3.1.6. Naj bo A za inverze zaprta dopustna algebra in naj bo
T A-skalaren operator na Banachovem prostoru X. Potem je T krepko har-

monicen.

Preden se lotimo dokaza, vpeljimo dva nova pojma. Zaprt podprostor
Y v Banachovem prostoru X je spektralno maksimalen podprostor operatorja
S € B(X), ¢e je invarianten za S in ¢e za vsak drug zaprt podprostor Z C X,
ki je invarianten za S in za katerega velja o(S|Z) C o(S|Y), velja Z C Y
(glejte [21], definicija 1.3.1). Zaprta podalgebra € C B(X) je normalna
glede na S € €, ¢e za poljubna dva spektralna maksimalna podprostora Y in
Z operatorja S, za katera velja o(S|Y)No(S|Z) = 0, obstaja taksen operator
Q v € da @ in S komutirata in je Q|Z = 0 ter (I — Q)|Y = 0 (glejte [10],
definicija 2.7).

Dokaz. Po izreku 2.4.3 je dovolj videti, da ima za vsako funkcijo f € A
pripadajoci operator mnozenja Lyy) : B — B lastnost (0). Pokazali bomo
vec: vsak tak operator je super-dekomponibilen.

Izberimo f € 2 in oznac¢imo S := U(f). Ker je S dekomponibilen (izrek
3.2.4 v [21]), je dovolj videti, zaradi izreka 3.2 v [54], da je B normalna
glede na S. Naj bosta Y in Z poljubna spektralna maksimalna podprostora
za S in naj velja o(S|Y)No(S|Z) = 0. Potem lahko o(S|Y) in o(S|2) lo¢imo
z disjunktnima odprtima mnozicama in, ker ima 2l razclenitev enote, ki jo
sestavljajo nenegativne funkcije, obstaja taksna funkcija g € A, da je g(z) =
1 za vse z € 0(S[Y) ter supp (g) No(S|Z) = 0. 1z o5(z) C og)z(7) € 0(S]2)
sledi, da je og(z) Nsupp(g) = 0 za vse x € Z. Po trditvi 3.1.12 iz [21], je
U(g)x = 0,z € Z, kar pomeni, da je U(g)|Z = 0. Na podoben na¢in dobimo
(I —U(g))|¥Y = 0. Torej je B res normalna glede na S. O

Ni znano, ali so vsi krepko harmonic¢ni operatorji 2A-skalarni. V nasled-
njem zgledu bomo videli, da obstajajo krepko harmoni¢ni operatorji, ki niso

regularni 2-skalarni za nobeno za inverze zaprto dopustno algebro.
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Zgled 3.1.7. Naj bo G nekompaktna lokalno kompaktna Abelova grupa.
Ce je G diskretna, naj bo € enaka grupni algebri L'(G), sicer pa naj bo €
standardna unitizacija L'(G) @ C grupne algebre. Potem je € komutativna
polenostavna Banachova algebra z enoto in je torej algebra z lo¢ljivim spek-
trom. Naj bo X := L!(G). To je levi Banachov ¢-modul — mnoZenje je
definirano s konvolucijo. Zaprtje algebre B := {Ls; f € €} C B(X) je po
trditvi 2.2.6 (iii) tudi algebra z lo¢ljivim spektrom. Se pravi, da je vsak
operator v B krepko harmoni¢en. Toda, po izreku 6.2.12 iz [21], obsta-
jajo operatorji v 98B, ki niso regularni 2-skalarni za nobeno za inverze zaprto

dopustno algebro 2.

3.2. Lastnosti krepko harmoni¢nih operatorjev

V tem razdelku bomo dokazali nekatere osnovne lastnosti krepko har-

monicnih operatorjev. Najpomembnejsi je verjetno naslednji izrek.

Izrek 3.2.1. Naj bo T krepko harmonicéen operator na Banachovem pros-
toru X in naj bo A C B(X) taksna algebra z locljivim spektrom, ki vsebuje
T. Ce je Y levi Banachov UA-modul, potem je operator mnozenja, ki ga T

inducira na Y, krepko harmonicen.

Doxkaz. Ce je Y levi Banachov 2-modul in je Lg operator mnozenja, ki
ga na Y inducira S € %, je s ® : S +— Lg definiran zvezen homomorfizem
iz A v B(Y) in ®(I) je identi¢ni operator na Y. Zaprtje podalgebre ®(2) v
B(Y) je algebra z locljivim spektrom (trditev 2.2.6 (iii)), zato je ®(T") = L
krepko harmonic¢en operator. O

Posledica 3.2.2. Naj bo T krepko harmonicen operator na Banachovem
prostoru X in naj bo A C B(X) algebra z locljivim spektrom, ki vsebuje T.

(i) Zozitev operatorja T na hiperinvarianten podprostor je krepko har-
monicen operator.

(ii) Adjungirani operator T na X* je krepko harmonicen.

(iii) Ce je B C B(X) takina zaprta podalgebra, da je A C B, recimo,
ce je B enaka B(X) ali komutantu {T'}° operatorja T, potem je operator

mnoZenja, ki ga na B inducira T, krepko harmonicen.

DokAz. (i) Naj bo Y hiperinvarianten podprostor za T. Potem je Y
invarianten za vsak operator S € . Za mnozenje S-y := S|lyy S € A, y € Y)
je Y levi Banachov 2-modul. Zdaj uporabimo izrek 3.2.1.

(ii) Ker je algebra 2 komutativna, je dual X* levi Banachov 2-modul za
mnozenje S - £ := S*¢ (S € A, £ € X*). Trditev sledi po izreku 3.2.1.

(iii) Ocitno je B levi Banachov 2A-modul, zato lahko uporabimo izrek
3.2.1. O
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Ce je T € B(X) krepko harmoni¢en operator, potem algebra z locljivim
spektrom A C B(X), ki vsebuje T (in identi¢ni operator), ni nujno enoli¢no
doloCena. Na primer, naj bosta S in T komutirajoCa operatorja, ki imata
oba popolnoma nepovezana spektra. Potem imata algebri, ki ju generirata
T in identi¢ni operator ter S in identi¢ni operator, lo¢ljiva spektra, kot smo
videli v zgledu 3.1.4. Toda tudi algebra, ki jo generirajo S, T in identi¢ni
operator, je algebra z loc¢ljivim spektrom. Ni tezko najti primera, ko sta
algebri, ki ju generirata S in I, oziroma T in I, pravi podalgebri v algebri,
ki jo generirajo S, T in I.

Naslednji izrek nam zagotavlja, da je vsak krepko harmoni¢en operator
vsebovan v neki algebri z lo¢ljivim spektrom, ki je za inverze zaprta.

Izrek 3.2.3. Naj bo A C B(X) algebra z locljivim spektrom in naj bo
I € A. Potem obstaja taksna algebra z locljivim spektrom B € B(X), da je
B za inverze zaprta v B(X) in A C B.

DokaAz. Najprej bomo pri vsakem naravnem Stevilu n poiskali taksno
algebro 9B,, C B(X) z lo¢ljivim spektrom, da bo veljalo 20 C 8,, C 9B,,,1. Pri
n = 1 naj bo B := A. Predpostavimo zdaj, da ze imamo kon¢no zaporedje
algeber A = By C ... C B, z locljivimi spektri. Ce je {T\; A € A} C B,
mnozica vseh tistih operatorjev, ki so obrnljivi v B(X), vendar ne v B,,, naj
bo B,,+1 zaprta podalgebra v B(X), ki jo generirata algebra 8, in druzina
{T;1 : A € A} (Ce je indeksna mnozica A prazna, naj bo B,1 = B,).
Ocitno je B, 11 komutativna podalgebra v B(X), saj je B, U {T;1 cAEA}
komutativna mnozica generatorjev.

Naj bo ¢ v X(B,+1). Potem ¢|B,, zozitev ¢ na B,, ne more biti
trivialen funkcional, saj 98, vsebuje identi¢ni operator. Se pravi, da je
@B, € X(B,). Ce sta ¢ in ¢ razlicna funkcionala iz ¥(%B,41), potem sta
tudi zozitvi p|B,, in ¥|B,, razlicni. Namre¢, ¢e bi ¢|B,, in |*B,, bila enaka,
potem bi se ¢ in ¥ ujemala na mnozici generatorjev 8,, U {T)\_l; A€ A}
algebre 2,11 in torej na celi algebri. S tem smo dokazali, da preslikava
@ — @|B,, deluje injektivno iz X(B,41) v X(By). Na X(B,4+1) lahko torej
gledamo kot na podmnozico v X(B,,). Pri vsakem S € B,, je Gelfandova
transformiranka S : Y(B+1) — C le zozitev Gelfandove transformiranke
S: %(%B,) — C na podmnozico £(Bn41). Ker Gelfandove transformiranke
elementov iz B, locijo tocke v X(B,,), jih lo¢ijo tudi v podmnozici X (B,11).
Algebra B,,11 je levi Banachov %,-modul. Torej je po izreku 2.4.2 vsak o-
perator mnozenja Lg : B, 11 — Bpi1, S € B, super-dekomponibilen (saj
je B, algebra z locljivim spektrom). Uporabimo izrek 2.4.3, pa vidimo, da
je B4 algebra z locljivim spektrom.

Unija U2 1B, je podalgebra v B(X). Naj bo B njeno zaprtje. Potem
je % komutativna Banachova algebra z enoto. Gelfandove transformiranke
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elementov iz U B, lo¢ijo tocke v X2(B). Ce je S v U2 B,,, obstaja takien
indeks ng, da je S € B,,,. Ker je B levi Banachov ‘B,,,-modul, je operator
mnozenja Lg : B — B super-dekomponibilen. Torej je tudi B algebra z
lo¢ljivim spektrom.

Zdaj bomo pokazali, da je B polna podalgebra v B(X). Naj bo S € B
obrnljiv v B(X). Potem obstaja taksno Cauchyjevo zaporedje {Sp}32,; C
UX 1B, da limg_o ||S — Sk|| = 0. Ker je S obrnljiv v B(X) in je grupa
G vseh obrnljivih elementov v B(X) odprta, obstaja takSen indeks kg, da
so vsi operatorji S, k > ko, obrnljivi v B(X). Glede na konstrukcijo so vsi
operatorji Sk_l, k > ko, v U ;B,,. Upostevajmo, da je preslikava C' +— C~*
homeomorfizem iz grupe G vase, pa lahko sklepamo, da je operator S™! v
B, saj zaporedje {Sk_l}zozko C U B, konvergira k njemu. O

Posledica 3.2.4. (i) Ce je T € B(X) obrnljiv krepko harmonicen ope-
rator, potem je tudi njegov inverz T~ krepko harmonicen.

(ii) Ce je T € B(X) krepko harmonicen, f pa je analiticna funkcija na
neki odprti okolici o(T'), potem je tudi f(T') krepko harmonicen.

Doxkaz. Trditev (i) je neposredna posledica izreka 3.2.3.

Naj bo T krepko harmonicen in naj bo 2l za inverze zaprta podalgebra
v B(X), za katero pa e velja, da ima lo¢ljiv spekter in da je T v njej. Ce
je U odprta okolica ¢(T') in je f : U — C analiti¢cna funkcija, potem je
f(T) = 5% [ f(2)(z = T)"'dz, pri emer je I' C U\ o(T) ustrezna krivulja,
ki obkroza o(T'). Iz definicije operatorja f(T') sledi (glejte [61], §3.3), da je
f(T) limita taksnega zaporedja operatorjev {T}}7°, C B(X), kjer je vsak
operator T}, kon¢na vsota oblike 3 (2, — T)™', a; € Cin z; € I. Ker je
vsak operator (z; —T)~! v 2, lahko sklepamo, da je tudi zaporedje {T;}%,
v 2 in da torej velja f(T) € 2. O

Naj bosta X in Y kompleksna Banachova prostora in naj bosta 77 ter
T» omejena linearna operatorja, prvi na X in drugi na Y. Zlahka preverimo,
da je z Si(x,y) := (Thx,Thy) definiran omejen linearne operator na X x Y.
Prav tako ni tezko preveriti, da je z S2(D ", 2k ® yx) == > Thxr ® Toys, dan
omejen linearne operator na X®Y.

Trditev 3.2.5. Ce sta Ty € B(X) in Ty € B(Y) krepko harmonicna, sta
tudi S1 € B(X xY) in Sy € B(X®Y) krepko harmonicna.

Dokaz. Ker sta T7 in T krepko harmoni¢na, obstajata taksni algebri
2, € B(X) in Ao C B(Y), ki imata locljiva spektra in velja T} € 2 ter
Ty € Ay. Po trditvi 2.2.6 (ii) je tudi Ay x A C B(X x Y) algebra z locljivim
spektrom. Ocitno je operator S; = (71,7T>2) v Ay x 2y, kar pomeni, da je
krepko harmonicen.
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Po 16. trditvi razdelka §42 v [14] obstaja taksna injektivna linearna
preslikava @ : A; @A — B(XRY), da je So = &(Ty @ Tp). Zdaj uporabimo
trditev 2.2.6 (iii), ki pravi, da je zaprtje algebre ®(2A; &%) v B(X®Y) algebra
z locljivim spektrom. O

Ze nekaj ¢asa je odprt problem, ali sta vsota in produkt dveh komu-
tirajo¢ih dekomponibilnih operatorjev na kompleksnem Banachovem pros-
toru dekomponibilna operatorja (glejte [53], 6.1.4). V nasledni trditvi bomo
videli, da ima podobno vprasanje za krepko harmoni¢ne operatorje pozitiven
odgovor, ¢e operatorja zadosSc¢ata Se nekemu dodatnemu pogoju.

Trditev 3.2.6. Naj bosta Ty in T> komutirajoca krepko harmonicna ope-
ratorja na kompleksnem Banachovem prostoru X. Ce obstajata taksni algebri
A1 € B(X) in Ao C B(X), ki imata locljiva spektra in je Th € Ay, To € Ay
ter je A1 vsebovana v komutantu algbere As, potem sta Th+T5 in T T krepko
harmonicna operatorja.

Doxkaz. Naj bo 2 C B(X) zaprta podalgebra, ki jo generirara unija
A1 UAs. Ker je A Banachov levi modul tako nad 2; kot nad 25 in sta to
algebri z loc¢ljivima spektroma, nam izrek 2.4.3 zagotavlja, da je 2 algebra
z locljivim spektrom. Ker sta operatorja 17 + 15 in 1175 v 2, sta krepko

harmonic¢na. O

Zadnji rezultat v tem razdelku je povezan s problemom invariantnih

podprostorov.

Trditev 3.2.7. Naj bo A C B(X) algebra z locljivim spektrom. Ce sta
v spektru X(A) vsaj dve razliéni tocki, potem obstaja v X pravi netrivialen

zaprt podprostor Y, ki je invarianten za vse operatorje iz komutanta algebre

2.

DokAz. Naj bosta ¢ in 1 razliéni tocki v X(2(). Potem obstajata taksna
operatorja S in T' v A, da je ST = 0 in ¢(S)Y(T) # 0. Od tod sledi, da S
in T nista trivialna. Zlahka vidimo, da velja

{0} #imS CkerT#X in {0}#imT C kerS # X.

Jasno je, da so podprostori ker S, kerT, im S, in im T invariantni za vse
operatorje v komutantu algebre 2. O

Pogoj, da morata biti v spektru algebre vsaj dve razliéni tocki, je v
prejsnji trditvi potreben. Namre¢, znano je (glejte [62]), da obstaja Bana-
chov prostor X in kvazinilpotenten operator Q € B(X), ki nima netrivial-
nih pravih invariantnih podprostorov. Jasno, takSen operator () skupaj z
identi¢nim operatorjem generira algebro z lo¢ljivim spektrom (zgled 3.1.4).
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Posledica 3.2.8. Naj ima operator T' € B(X) v svojem spektru vsaj dve
tocki. Ce je T krepko harmonicen, potem ima netrivialen pravi invarianten
podprostor. Se vec, ¢e T skupaj z identicnim operatorjem generira algebro
z locljivim spektrom, na primer, ce je spekter o(T) popolnoma nepovezana

mnoZzica, potem ima T netrivialen pravi hiperinvarianten podprostor.

3.3. Krepko harmoniéni elementarni operatorji

Naj bosta X in Y kompleksna Banachova prostora. Elementaren operator
Esr na B(X,Y), ki ga dolocata n-terici operatrojev S = (S51,...,5,) C
BY)in T = (Th,...,T,) C B(X), je preslikava, ki jo dolo¢a naslednji
predpis:

ES,TA = S1AT + ...+ S, AT,, A€ B(X,Y).

Rekli bomo, da so Si,...,S,, 11,...,T, koeficienti elementarnega opera-
torja Eg . Oznacimo z Lg operator levega mnozenja z S € B(Y) na B(X,Y)
in, podobno, naj bo Ry operator desnega mnozenja s T' € B(X) na B(X,Y).
Seveda, Lg in Rp sta elementarna operatorja. Oc¢itno lahko prej definiran
elementaren operator Egr zapiSemo kot Esr = Lg, R, + ...+ Lg, Rt,.

V [53] je naslednje vprasanje formulirano kot odprt problem (glejte [53],
6.1.7). Kaksni so splosni pogoji, ki jim morata zadoS¢ati n-terici komuti-
rajo¢ih dekomponibilnih operatorjev § C B(Y) in T' C B(X), da je ele-
mentaren operator Eg 7 dekomponibilen na B(X,Y)? Nekaj delnih odgovo-
rov na to vprasSanje obstaja, Se posebej v primeru ko je obravnavani ele-
mentaren operator levo mnozenje, desno mnozenje ali posploseno odvajanje
(operator oblike 07 = Lg — Ry, kjer sta S € B(Y) in T' € B(X) dana
operatorja), glejte §3.6 v [53] in tam navedeno literaturo. Ce v zgornjem
vpraSanju dekomponibilnost zamenjamo s spektralnostjo v smislu Dunforda,
se da povedati precej ve¢. Na primer, M. Hladnik [42] je popolnoma karak-
teriziral spektralnost operatorja Esr v primeru, ko sta S in T' dve n-terici
komutirajo¢ih normalnih operatorjev na Hilbertovem prostoru.

V tem razdelku se bomo lotili prej omenjenega vprasanja s stalisca
krepko harmoni¢nih operatorjev.

Po posledici 3.2.2 je operator Lg krepko harmonicen, ¢e je S € B(Y)
krepko harmonic¢en. Naslednji izrek nam zagotavlja, da podobne trditve vel-
jajo tudi za operator desnega mnozenja R, operator dvostranskega mnozenja
Mgt := LsRr in posploseno odvajanje ds 7 := Lg — Rr.

Izrek 3.3.1. Naj bosta X in Y kompleksna Banachova prostora in S €
B(Y) ter T € B(X) krepko harmoniéna operatorja. Potem so Ls, Ry, Mg
in 6g1 krepko harmonicni operatorji na B(X,Y).
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Doxkaz. Naj bosta 2 C B(Y) in B C B(X) taksni algebri z lo¢ljivima
spektroma, da velja S € A in T" € B. Ker je B(X,Y) levi Banachov -
modul glede na obi¢ajno mnozenje in je tudi levi Banachov B-modul, ¢e je
mnozenje definirano s P- X = XP, P € B, X € B(X,Y), (algbera B je
komutativna, zato je to mnozenje dobro definirano), sledi po izreku 3.2.1,
da sta Lg in Rp krepko harmonicna.

Ozna¢imo s ® homomorfizem @ — Lg, ki slika iz A v B(B(X,Y)).
Podobno naj bo ¥ homomorfizem P +— Rp, ki slika iz B v B(B(X,Y)).
Potem sta A := ®(A) in B := U(B) algebri z locljivima spektroma (trditev
2.2.6). Ker je ®(Q)V(P) = LoRp = RpLg = V(P)®(Q) pri vseh Q € A
in P € ‘B, vsebuje komutant algebre 2A algebro B. Torej lahko uporabimo

trditev 3.2.6, od koder sledi, da sta Mg 7 in dg 1 krepko harmoniéna. O

Da bi dobili podoben rezultat za splosnejsi elementaren operator Fg r,
kjer sta § = (S1,...,5,) € B(Y) in T = (T1,...,T,) C B(X) n-terici
komutirajoc¢ih operatorjev, potrebujemo dodatne pogoje.

Definicija 3.3.2. n-terica T = (T, ... ,T,) C B(X) komutirajocih ope-
ratorjev je krepko harmonicéna, ce obstaja taksna algebra z locljivim spektrom
A C B(X), dajeT C .

Ce je T = (Ty,...,Ty) C B(X) taksna n-terica komutirajocih opera-
torjev, da pri vsakem ¢ = 1,...,n obstaja algebra z loc¢ljivim spektrom
A; C B(X), za katero velja, da je T; € 2; in za poljubni par indeksov
1 < 4,5 < n velja, da komutant algebre 2; vsebuje algebro 2l;, potem je
n-terica T krepko harmoni¢na. Obrat ocitno velja.

Izrek 3.3.3. Naj bosta X in 'Y kompleksna Banachova prostora. Ce sta
S =(S1,...,8)cCcBY) inT = (T1,...,T,) C B(X) krepko harmoniéni
n-terici, potem je tudi elementaren operator Esr krepko harmonicen.

Dokaz. Ker sta S in T krepko harmoni¢ni n-terici, obstajata taksni
algebri z locljivima spektroma 2 C B(Y) in B € B(X), da velja S C «A
in T C B. Podobno kot v dokazu izreka 3.3.1 lahko pokazemo, da ob-
stajata taksni algebri z locljivima spektroma 2 in B v B(B(X,Y)), da je
Lg = (Ls,,...,Ls,) C A, Ry := (Rp,,... ,Ry,) C B in je B vsebovana
v komutantu algebre 2. Zaprta podalgebra € C B(B(X,Y)), ki jo generira
unija AUB je algebra z lo¢ljivim spektrom in vsebuje elementaren operator
Esz. ]

Opomba 3.3.4. Algebra € iz prejsnjega dokaza vsebuje operatorje Lg,,
..., Ls,, Ry, ..., Rr,, kar pomeni, da je (Lg,,...,Ls,,Rp,... ,Rrp,)
krepko harmoni¢na 2n-terica operatorjev na B(X,Y).
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Vsak krepko harmonicen operator je super-dekomponibilen (trditev 3.1.3)
in torej tudi dekomponibilen. V nadaljevanju bomo videli, da je vsaka
krepko harmoni¢na n-terica operatorjev dekomponibilna v smislu definicije,
ki jo je dal Frunza v [35]. Preden navedemo definicijo dekomponibilnosti
n-terice 7' komutirajo¢ih omejenih operatorjev na Banachovem prostoru X,
povejmo, da v njej igra kljuéno vlogo Taylorjev spekter o(Z, X). Definicijo
tega spektra bo bralec nasel v originalnem Taylorjevem ¢lanku [65].

Definicija 3.3.5. n-terica T = (T4,...,T,) komutirajocih omejenih li-
nearnth operatorjev na Banachovem prostoru X je dekomponibilna, ¢e 0b-
staja taksna spektralna kapaciteta E tipa (C™,X), da velja:

(a) TLE(F) CE(F) za vse F € cl (C™) in 1 <k < n;

(b) za vsako mnozico F € cl (C") je Taylorjev spekter T, ko deluje na
E(F), vsebovan v F, tj. o(T,E(F)) C F.

Potrebovali bomo Se lokalno verzijo Taylorjevega spektra.

Definicija 3.3.6. Analiti¢na resolventna mnozica p(L,x) vektorja x €
X glede na n-terico T omejenih operatorjev na Banachovem prostoru X je
mnoZica vseh tistih z € C", za katere obstajajo taksna odprta okolica V inn

taksnih analiticnih funkcij f1,..., fn na V, ki imajo vrednosti v X, da velja

T = (Cl*Tl)fl(g)+"'+(Cn*Tn)fn(C)7 QEV

Analiti¢en lokalni spekter o (T, z) n-terice T prix je komplement mnoZice

p(T,x) v C™
Naslednja opomba nam bo kasneje prisla zelo prav.

Opomba 3.3.7. Po izreku 2.6 v [1] ima dekomponibilna n-terica T ko-
mutirajo¢ih omejenih linearnih operatorjev enoli¢no doloceno spektralno ka-

paciteto E, ki je dana z
E(F)={zeX; o(T,z) CF}, Fed(C").

Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto in naj bo X levi Ba-
nachov U-modul. Ce je a = (ai1,...,ap) n-terica elementov iz A, naj bo
a: X(2A) — C" preslikava, ki jo dolo¢a n-terica Gelfandovih transformirank
(@1,...,a,). Ce je L, = (Lay,--- ,La,) n-terica operatorjev mnozenja na
X, ki pripada a, bomo njen Taylorjev spekter oznacili kar s o(a, X) namesto
s 0(L,,X). Definirajmo Ay, X) := @ '(o(a, X)) in naj bo A(A,X) =
NaAg (A, X), pri cemer je presek vzet po vseh vectericah elementov iz 2.
Taylor je dokazal, lema 3.2 v [65], da velja

(3.3.1) o(a,X) = a(A(A, X)).



3.3. KREPKO HARMONICNI ELEMENTARNI OPERATORJI 54

Lema 3.3.8. Naj bo A algebra z loc¢ljivim spektrom in X levi Banachov
A-modul. Za poljubno n-terico a = (ai,... ,ay,) elementov v A in poljubno

zaprto mnoZico F C C" je
a(a,X(@'(F))) C F.

DokAz. Naj bosta a poljubna n-terica elementov iz 2 in F poljubna
zaprta podmnozica v C". Oznacimo F = a ' (F). Ocitno je F zaprta pod-
mnozica v X(2(), kar pomeni, da je spektralni podmodul X(F) zaprt (trditev
2.3.1). Vzemimo poljuben element b iz A in naj bo o(Ly|X(F)) spekter
operatorja mnozenja L, € B(X) zozenega na spekralni podmodul X(F).
Znano je, da Taylorjev spekter o((b),X(F)) in spekter o(Ly|X(F)), sov-
padata (bralec lahko s pomocjo [65] to tudi sam preveri). Ker lahko na
Ly|X(F) gledamo kot na operator mnozenja, ki ga b inducira na X(F), sov-
pada lokalni spekter operatorja Ly|X(F) pri o € X(F) z b(Spu(z)) (trditev
2.4.7). Beurlingov spekter vsakega vektorja x € X(F) je vsebovan v F. Se
pravi, da velja

U onpxem@ < | b(Spalz)) Cb(F).
zeX(F) z€X(F)
Po izreku 2.4.1 je operator Lb\f)C( ) dekomponibilen. Potem pa velja
(Lol X(F) = |J o (@
z€X(F)
(glejte, recimo, trditev 3.2 v [35]). Dokazali smo, da je o((b), X(F)) C b(F),
od koder sledi

(3:3.2)  ALX(F)) C A (,X(F)) = b (o((b), X(F)) € b (B(F)).

Ker je algebra 2A regularna obstaja za vsak ¢ € X(U)\ F, taksen b, € A, da
je b@ = 0na F in b o(p) = 1. Zaradi tega in (3.3.2) velja A(>A, X(F)) C F.
Zdaj uporabimo $e (3.3.1) in dokaz je koncan. O

Izrek 3.3.9. Krepko harmonicéna n-terica L’ linearnih operatorjev na Ba-

nachovem prostoru X je dekomponibilna; njena spektralna kapaciteta je
1

E(F)=X(T (F)), Fecd(C").
DokAz. Da je E spektralna kapaciteta, ni tezko preveriti. Prav tako ni
tezav s pogojem (a) iz definicije 3.3.5. Da je zados¢eno pogoju (b) iz iste
definicije, pa je dokazano v prejsnji lemi. O

Posledica 3.3.10. Naj bo T krepko harmonicna n-terica operatorjev na
Banachovem prostoru X. Podalgebra 20 C B(X) naj bo algebra z loéljivim
spektrom in naj vsebuje T'. Potem je

o(T,z) = T(Spa())
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pri vseh © € X.

DokAz. Po izreku 3.3.9 in opombi 3.3.7, je
(3.3.3) XTI '(F)) = {z €X; o(T,z) C F}, Fecl(Ch).
Naprej poteka dokaz podobno kot dokaz trditve 2.4.7. Ce postavimo F =
o(T,z) v (3.3.3), dobimo T(Spa(z)) C o(T, ). Po drugi strani pa zamen-
java mnozice F v (3.3.3) s T((Spa(z)) da obratno inkluzijo. O

Zadnji izrek v tem razdelku nam bo povedal, kako so lokalni spektri
elementarnega operatorja, ki ga dolo¢ata dve krepko harmoni¢ni n-terici,
povezani z analiti¢nimi lokalnimi spektri 2n-terice koeficientov.

Naj bosta X in Y Banachova prostora ter S = (S1,...,S,) in T =
(Th,...,T,) krepko harmoni¢ni n-terici operatorjev — prva na Y in druga
na X. V opombi 3.3.4 smo ugotovili, da je 2n-terica M = (Lg,,...,Ls,,
Ry, ..., Rrp,) krepko harmoniéna. Naj bo € C B(B(X,Y)) taksna algebra
z lo¢ljivim spektrom, ki vsebuje M. Naj bo Es7 = Lg, Ry, + ...+ Ls, Rr,,.
Ce je f: C? — C funkcija, ki je definirana z z — 21Zn4+1 + -+« + ZnZon,
z € C?", potem je Esr := f(M). Torej je Gelfandova transformiranka E&T
oblike Egp = f o M.

Vzemimo poljuben A € B(X,Y). Potem je po posledici 3.3.10

—

o(M,A) = M(Spe(A)).
Od tod sledi
F(o(M, A)) = f(M(Spe(A)) = Esr(Spe(A)) = 0k . (A),

pri ¢emer zadnja enakost velja zaradi trditve 2.4.7. Dokazali smo naslednji
izrek.

Izrek 3.3.11. Naj bosta X in Y Banachova prostora in naj bosta S =
(S1,...,Sn) inT = (Th,...,Ty,) krepko harmonicni n-terici operatrojev —
prva na Y in druga na X. Oznac¢imo z M 2n-terico (Lg,, ..., Ls,, Rn,
ooy, Rp)) in naj bo f(z) = z12p41 + - .- + 2nzon. Potem je lokalni spekter
elementarnega operatorja Egr = Ls, Rr, + ...+ Lg, Ry, pri A € B(X,Y)
dan z

opsr(A) = f(o(M, A)).



Upodobitve modulov

Za vsako matemati¢no teorijo je zelo pomembno, da primerja splosne
abstraktne strukture, ki se pojavijo znotraj nje, z ustreznimi konkretnimi
primeri, ki jih v sploSnem boljSe razumemo. Teorija upodobitev je sis-
tematicen pristop k temu problemu. Zelo dober zgled je Gelfandova teorija
za komutativne Banachove algebre, ki pravi, da je vsaka komutativna Bana-
chova algebra podeljena z Gelfandovim radikalom izomorfna neki podalgebri
v algebri zveznih funkcij z ni¢lo v neskonénosti na nekem Hausdorffovem
prostoru. Samo polenostavne komutativne Banachove algebre lahko zvesto
predstavimo kot algebre funkcij. Pri tistih, ki niso polenostavne, moramo
izloCiti patoloski del, da to lahko storimo. Situacija je podobna tudi v drugih
primerih, recimo v teoriji upodobitev Banachovih algeber z involucijo.

V tem poglavju bomo do neke mere vpeljali in raziskali teorijo upodobi-
tev (levih) modulov nad kompleksno algebro. Sledili bomo idejam iz splosne
teorije upodobitev algeber. Vpeljali bomo pojme kot so prapodmodul, mak-
stmalen podmodul, primitiven podmodul in ustrezne radikale modula. Jasno,
ker je modul tesno povezan z algebro, ki deluje na njem, so tudi upodobitve
modula tesno povezane z upodobitvami algebre. Teorija, ki jo bomo razvili,
raz8irja teorijo upodobitev algeber v smislu, da obe teoriji sovpadata, ko na
samo algebro gledamo kot na levi modul preko leve regularne upodobitve.

4.1. Prapodmoduli

Spomnimo se, da je pravi dvostranski ideal J v algebri 2 praideal, ¢e iz
J1J9 C T sledi J; C J ali Jo € J za poljubna dvostranska ideala J1 in Jo
v 2 ([14], [61], [63]). Mnozico vseh praidealov v algebri 2l bomo oznaéili z
P().

V tem razdelku bomo vpeljali pojem prapodmodula (glejte tudi [57, 58]
in tam navedeno literaturo) in pokazali, da lahko razvijemo teorijo, ki je
podobna tisti iz algeber. Preden zacnemo, povejmo, da algebre in moduli v
tem razdelku niso nujno Banachovi — ¢e so, bomo to posebej povedali.

56
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Definicija 4.1.1. Naj bo & algebra in X levi A-modul. Kvocient pod-
modula Y C X v A je mnoZica

(Y:X):={acU a-X CY}.

Ocitno je kvocient (Y : X) podmodula Y enak anihilatorju kvocientnega
levega 2-modula X/Y. Se pravi, da velja prva tocka naslednje trditve.

Trditev 4.1.2. Naj bo 2 algebra in X levi A-modul.

(i) Za vsak podmodul Y v X je kvocient (Y : X) dvostranski ideal v A, ki
vsebuje anngy(X).

(i) (0 : X) = anng(X), (X : X) = A in za poljubno druzino {Y;}icr
podmodulov v X je (NierYi : X) = Nier(Yi : X).

(1ii) Vsak levi ideal I C A je vsebovan v kvocientu svojega koideala.

(iv) Za vsak podmodul Y v X je (Y : X) najvecji levi ideal v A, katerega
pripadajoci koideal je vsebovan v Y.

(v) Ce je T levi ideal v U, je pripadajoci koideal J-X najmanjsi podmodul
v X, katerega kvocient vsebuje J.

(vi) Za poljubna podmodula Y in Z izY C Z sledi (Y : X) C (Z: X).

Ce je X Banachov modul (in je torej A Banachova algebra), potem veljajo
Se naslednje trditve.

(vii) Kvocient zaprtega podmodula je zaprt ideal.
(viii) Pri poljubnem podmodulu Y v X velja (Y : X) C (Y : X).

DokAz. Tocki (ii) in (iii) o¢itno veljata. Ce je 3 C A taksen levi ideal,
dajeJ-X CY,jed C(Y: X)), zato velja (iv). Naj bo Y C X poljuben
podmodul, katerega kvocient vsebuje J. Potem je J-X C Y. Ker je po (iii)
JC (J3-X:X), velja tocka (v). Veljavnost (vi) zlahka preverimo. Da bi
dokazali (vii), predpostavimo, da je Y zaprt podmodul in da je {a,}7,
zaporedje v (Y : X), ki konvergira k a € 2. Potem za vsak x € X velja, da je
{an - }72 zaporedje v Y, ki konvergira k a - z. Ker je Y zaprt, je a-x v Y.
Torej je a € (Y : X). Veljavnost tocke (viii) sledi iz (vi) in (vii). O

Iz tock (iii) in (iv) v zgornji trditvi sledi, da lahko koideal Y C X zapisemo
kot Y= (Y:X)-X.

Inkluzija v tocki (viii) trditve 4.1.2 je vcasih prava.

Zgled 4.1.3. Naj bo X poljuben neskon¢nodimenzionalen kompleksen
Banachov prostor. Potem je X seveda levi Banachov C-modul. Ce je Y
gosta hiperravnina v X, tj. gosta linearna podmnozica s kodimenzijo 1,
potem je o¢itno (Y: X) = (Y:X)={0}cCin (Y:X)=(X:X)=C.

Definicija 4.1.4. Naj bo A algebra in X levi A-modul. Pravi podmodul
P C X je prapodmodul, ée za poljuben dvostranski ideal I C 24 in poljuben
podmodul Y CX izT-YC P slediTC (P:X) ali Y C P.
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Trditev 4.1.5. Naj bo A algebra z enoto in X levi A-modul. Potem je

kvocient vsakega prapodmodula v X praideal v 2.

DokAz. Naj bo P prapodmodul v X. Kvocient (P : X) je pravi ideal v
2, saj enota ni v tem idealu, ker je P pravi podmodul.

Uporabili bomo izrek 4.1.10 iz [61], ki pravi, da je pravi dvostranski ideal
J v 2 praideal natanko tedaj, ko za poljubna u,v € 2 iz inkluzije uAv C J
slediu e Jalivedy.

Naj bosta a in b taksna iz 2, da je ab C (P: X). Ceje bz € P za vse
x € X, potem je b € (P : X). Privzemimo torej, da obstaja taksen x v X, da
y:=>b-xzniv P Potem x sevedani v P in bniv (P:X). Iz aAb C (P : X)
sledi, da je (a2l) -y = (a2Ab) - x C P. Upostevajmo, da je P podmodul, pa od
tod sledi (Aad) -y C P in potem e (AaA) - (A -y) C P. Za dvostranski ideal
J := a2 in podmodul Y := A-y torej velja T-Y C P. Ker je P prapodmodul,
je I C (P:X) ali Y C P. Druga moznost odpade, ker y ni v P. Se pravi, da
jea € AaA C (P: X). O

Naslednji izrek je modulska varianta v zgornjem dokazu uporabljenega
izreka 4.1.10 iz [61].

Izrek 4.1.6. Naj bo 2 algebra z enoto in X levi A-modul. Za pravi
podmodul P v X so ekvivalentne naslednje trditve.

(a) P je prapodmodul.

(b) Za poljubna a € A in x € X iz (a) -x C P sledi a € (P : X) ali
x e P

(¢) Za vsak levi (desni) ideal I C A in vsak podmodul Y C X izT-Y C P
sledi T C(P:X) ali Y C P.

Doxkaz. (a)— (b). Naj bosta a € 2 in z € X poljubna taksna elementa,
za katera velja a - -z C P. Ker je P podmodul, je tudi (Aa2A) - (A-z) C P.
Se pravi, da za dvostranski ideal J := (a2l in podmodul Y := 2 - x velja
J-Y C P, od koder sledi 3 C (P:X) ali Yy C P. Ce velja prva inkluzija, je
a € (P:X), ce velja druga, je x € P.

(b)— (c). Naj za levi (desni) ideal 3 C 2 in podmodul Y C X velja

J-Y C P. Predpostavimo, da Y ¢ P. Izberimo y € Y \ P. Za vsak a € T je
a-A-yCTJT-YCP Kery¢ P, velja pa (b), jea € (P:X).
(c)— (a) Ocitno, saj je vsak dvostranski ideal tudi levi ideal. O

Posledica 4.1.7. Ce je A komutativna algebra z enoto in X levi A-modul,
potem je pravi podmodul P C X prapodmodul natanko tedaj, ko za poljubna
acAimnzxeXiza-v€P slediaec (P:X) ali x € P.

DokAz. Cestaa € Ainz € X taksna, da je a-z € P, potem je al-z C P,
saj je P podmodul, 2 pa je komutativna algebra. Ker je P prapodmodul, je
po prejsnjem izreku a € (P : X) ali z € P.
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Obrat. Naj bosta a € 2 in x € X taksna, da je a2 - x C P. Ker ima A
enoto in je X unitalen, je a-x € P. Po predpostavki je a € (P : X) ali z € P.
Spet uporabimo prejsnji izrek. O

Naj bo X levi modul nad algebro 2. Mnozico vseh prapodmodulov v X
bomo oznaéili z Py(X). V primeru Banachovih modulov nas bodo zanimali
zaprti prapodmoduli, mnozico teh bomo oznaéili z Pg(X).

4.2. Kocikliéni in maksimalni podmoduli

Algebra 2 deluje cikliéno na netrivialnem levem 2A-modulu X, ¢e obstaja
taksen vektor e € X, imenovan ciklicen vektor, da je podmodul (e) := 2 - e
enak celemu modulu X. V tem primeru bomo rekli, da je X ciklicen modul.
Zgled ciklicnega levega modula je vsaka algebra z enoto: vsak obrnljiv ele-
ment je ciklicen vektor. Levi Banachov 2-modul X je topolosko ciklicen, ¢e
ima topolosko ciklicen vektor, tj. taksen vektor e € X, da je podmodul (e)
gost v X.

V nadaljevanju naj bo X levi ciklicen 2-modul in e ciklicen vektor v
njem. Ce je X Banachov 2-modul (in je torej 2 Banachova algebra), naj bo
|le]| = 1. Spomnimo se, da smo z P(e) oznacili preslikavo a +— a - e, ki slika
iz A v X. Ker je e ciklicen, je P(e) linearna surjekcija. Ce je X Banachov
2-modul, je |P(e)|| < 1, ker je ||e]| = 1. Oznacimo z 7 jedro ker P(e). To je
levi ideal v 2, zaprt, ko je X Banachov modul.

Z p(e): a+TI +— a-e je dobro definirana linearna preslikava iz kvocient-
nega prostora 2A/Z v X. Naj bo ¢ kvocientna preslikava iz 2 v 2/Z. Potem
je p(e) o g = P(e), od koder sledi, da je p(e) bijekcija. Ker je v primeru, ko
je X Banachov modul

lp(e)(a+ D)l = lla-ell = [[(a =m)-e|| <la—m]|

! omejena linearna preslikava.

zavsem € Z, je||p(e)|| < 1. Torej je tudi p(e)~

Oznac¢imo z G(X) podmnozico vseh tistih vektorjev x € X, za katere
obstaja tak a € 2, da je a -z = e. Definicija mnozice G(X) je neodvisna
od izbire cikli¢nega vektorja. Namre¢, vzemimo, da je tudi f € X cikli¢en
vektor. Ker je e ciklicen, obstaja tak b € 2, da je b-e = f. Se pravi, da je
ba-x =b-e = f. Pripomnimo $e, da mnozica G(X) ni prazna, saj je ciklicen
vektor e je v njej. Glede na prej povedano so v G(X) vsi cikliéni vektorji.
Velja tudi obrat, ¢e je x € G(X), potem je x ciklicen. Namre¢, naj bo a € 2
takSen, da je a - x = e. Poljuben y € X lahko zapiSemo kot y = b - e, kjer je
b nek element iz 2A. Se pravi, da je y = ba - x, kar pomeni, da je x ciklicen.
V G(X) so torej natanko vsi cikli¢ni vektorji. Razsirimo definicijo mnozice
G(X) in jo imejmo za prazno, ¢e X nima ciklicnega vektorja.
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Naslednja trditev je ena od tistih, ki kazejo na podobnost med cikli¢nostjo

v modulih in obrnljivostjo v algebrah.

Trditev 4.2.1. Naj bo A Banachova algebra z enoto in X netrivialen
ciklicen Banachov levi A-modul. Ce je e € G(X) in za x € X velja |le —z|| <
lp(e) 71|71, potem je tudi x € G(X). Se pravi, da je G(X) odprta podmnozica
v X.

DokAz. Naj veljajo pogoji trditve. Potem je

lp(e)~ e = @)l < [lp(e) " llle — ]| < 1.
Ce je a € A taken, da je p(e) " z) =a+Z, je ple) He—z)=1—a+T.
Torej je |1 —a + Z|| < 1, kar pomeni, da obstaja taksno stevilo € > 0, da
velja ||[1 —a + Z|| + ¢ < 1. Potem pa obstaja taksen m € Z, pri katerem je
Il —a+m| <|[1—-a+7Z|+e <1 Poizreku 1.4.1 iz [50] je a — m obrnljiv
vA. Iz (a—m)-e=a-e=zsledi (a —m)~! o = e, kar pomeni, da je
x € G(X). O

Posledica 4.2.2. Naj bo 2l Banachova algebra z enoto in X netrivialen
ciklicen Banachov levi A-modul. Ce je Y pravi podmodul v X, potem je tudi
njegovo zaprtje Y pravi podmodul v X.

Dokaz. Ker je Y pravi podmodul v X, sta mnozici Y in G(X) disjunktni.
Se pravi, da je Y podmnozica zaprte mnozice X \ G(X). Potem pa je tudi Y
podmnozica v X \ G(X) # X. O

Ocitno vektor 0 ni nikoli ciklicen, e je modul netrivialen. Ce za netriv-
ialen levi 2-modul X velja G(X) = X \ {0}, bomo rekli, da je enostaven.
Jasno, to se zgodi natanko tedaj, ko X ne premore nobenega pravega netri-
vialnega podmodula.

Definicija 4.2.3. (i) Podmodul Y v levem 2-modulu X je kocikli¢en, ce
algebra A deluje ciklicno na kvocientnem A-modulu X/Y. Vektor e € X je
kociklicen za Y, ce je e +Y ciklicen za X /Y.

(i1) Pravi podmodul M v levem A-modulu X je maksimalen, c¢e ni vsebo-
van v nobenem vedéjem pravem podmodulu.

Namen naslednje trditve je pokazati podobnost med kocikli¢nimi pod-
moduli in modularnimi ideali — glejte izrek 2.4.6 v [61] — vendar je potrebno
opozoriti tudi na bistveno razliko: po tocki (iii) naslednje trditve je vsak
maksimalen podmodul kociklicen, toda, kot je dobro znano, obstajajo al-
gebre in maksimalni ideali v njih, ki niso modularni.

Trditev 4.2.4. Naj bo A algebra z enoto in X levi A-modul.
(i) Ce je Y pravi netrivialen kociklicen podmodul v X, potem ne vsebuje
nobenega kociklicnega vektorja.
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(i) Ce podmodul Z C X wsebuje kociklicen podmodul Y C X, potem je
tudi Z kociklicen.

(iii) Ce je M C X maksimalen podmodul, je X/M enostaven A-modul,
od koder sledi, da je M kociklicen.

(iv) Ce vektor x € X ni v maksimalnem podmodulu M, potem je A -z +
M=X.

(v) Vsak pravi kociklicen podmodul je vsebovan v maksimalnem podmo-
dulu.

(vi) Ce je A Banachova algebra, ki deluje na Banachovem levem -

modulu X ciklicno, potem je vsak maksimalen podmodul v X zaprt.

Doxkaz. Toé¢ka (i) ocitno velja.

(ii) Predpostavimo lahko, da je Z pravi podmodul v X. Naj bo e ko-
ciklicen za Y. Pokazimo, da je e + Z ciklicen vektor za X/Z. Za poljuben
x € X obstaja taksena € 2, dajea-(e+Y) = z+Y. Torej jea-e—xz € Y C Z.
Od tod sledi a - (e +2Z) =z + Z.

(iii) Naj bo M maksimalen podmodul v X in naj bo Z netrivialen pod-
modul v X/M. Mnozica N := {z € X;  +M € Z} je podmodul v X in
oc¢itno je M C N. Ker je Z netrivialen, obstaja v N taksen z¢, da je xg + M
nenicelni vektor v Z. To pomeni, da zo ¢ M. Zaradi maksimalnosti M od
tod sledi N = X, oziroma Z = X/M. Zdaj je oc¢itno, da so vsi nenicelni
vektorji v /M cikli¢ni, kar pomeni, da je M kociklicen.

(iv) Mnozica 2 -z + M je podmodul v X, ki vsebuje M. Ker je M mak-
simalen podmodul in = ¢ M, mora biti 2 -z + M = X.

(v) Naj bo Y C X pravi kociklicen podmodul in e € X kocikli¢en vektor
za Y. Z F oznac¢imo druzino vseh tistih podmodulov v X, ki vsebujejo Y
in ne vsebujejo e. Glede na inkluzijo je F delno urejena. Unija poljubne
linearno urejene poddruzine v F je zgornja meja te poddruzine. Potem pa
po Zornovi lemi v F obstaja maksimalen element.

(vi) To je neposredna posledica maksimalnosti in posledice 4.2.2. O

Ocitno je levi A-modul X ciklic¢en natanko tedaj, ko je trivialen pod-
modul 0 kociklicen. Slednje pa velja, po tocki (ii) predhodne trditve, natanko
tedaj, ko so vsi podmoduli v X kocikli¢ni.

Trditev 4.2.5. Naj bo U algebra z enoto in X levi A-modul. Vsak mak-

simalen podmodul v X je prapodmodul.

Doxkaz. Naj bo M maksimalen podmodul v X. Po definiciji je maksi-
malen podmodul pravi podmodul. Naj bosta ¢ € 2 in x € X poljubna
elementa, za katera velja a2l - x € M. Predpostavimo, da a ¢ (M : X) in
x ¢ M. Zaradi prve predpostavke obstaja v X taksen y, da a -y ni v M. Iz
druge pa sledi, da je £+M nenicelni vektor v /M. Po tocki (iii) trditve 4.2.4
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je x4+ M ciklicen v /M. Se pravi, da za nek b € A velja b- (x +M) = y+ M,
od koder sledi

a-y+M=ab-(x+M) Ca2-(x+M)=M.
Toda to je v protislovju z dejstvom, da a - y ni v M. O

Iz prejsnje trditve in trditve 4.1.5 izhaja, da je kvocient maksimalnega
podmodula praideal. Naslednji zgled pa kaze, da kvocient maksimalnega

podmodula ni nujno maksimalen ideal.

Zgled 4.2.6. Naj bo H neskon¢nodimenzionalen separabilen Hilbertov
prostor. Prostor X := H x H napravimo za levi B(H) modul z mnozenjem
A-(z,y) = (Az, Ay). Podprostor M := H x {0} je maksimalen podmodul v
X. Namre¢, predpostavimo, da obstaja v X taksen podmodul Y, ki vsebuje
M. Ce je (z,y) € Y, je tudi (0,y) € Y. Predpostavimo, da je y # 0. Potem
je {0} x H = B(H)-(0,y) C Y. Se pravi, da je Y = X. Ni tezko videti, da je
(M : X) trivialen ideal v B(H), kar seveda pomeni, da ni maksimalen, saj
je vsebovan v idealu kompaktnih operatorjev.

Mnozico vseh maksimalnih podmodulov v danem levem 2[-modulu X
bomo oznaéili s Zg(X). V primeru Banachovih modulov nas bodo zanimali
le zaprti maksimalni podmoduli, mnozico teh bomo oznagili s Zg(X). Po
trditvi 4.2.5 imamo naslednji inkluziji Zg(X) C Pg(X) in Eg(X) C Py(X).
Ce je X cikli¢en levi Banachov 2-modul, je Zg(X) = Zg(X) po trditvi 4.2.4
(vi).

4.3. Upodobitve modulov

Zaceli bomo z definicijo upodobitve modula. Ker se bomo v nadaljevanju
veckrat zgledovali pri upodobitvah algeber, povejmo, da je teorija slednjih
dobro obdelana v [61].

Definicija 4.3.1. Naj bo X levi modul nad algebro A in naj bosta Y ter
Z vektorska prostora.

(i) Linearna preslikava © : X — L(Y,2) je upodobitev modula X na
paru (Y, 2), ¢e obstaja taksna upodobitev 0 algebre 2 na prostoru Z, da velja

(4.3.1) O(a-z) =0(a)O(x) zavseac, xeX.

(#i) Antiupodobitev modula X na paru (Y,2) je linearna preslikava H :
X — L(Y,2), za katero velja

(4.3.2) H(a-z) =H(x)n(a) privseha e, z € X,

pri cemer je n antiupodobitev algebre A na prostoru Y.
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Ce je © upodobitev modula X na paru (Y,2), potem v splosnem pri-
padajoca upodobitev 0 algebre 2 na Z ni enoli¢no dolo¢ena. Na primer, ce
je O trivialna, tj. ©(x) = 0 za vse = € X, potem vsaka upodobitev 6§ algebre
A na Z zadosca (4.3.1) (skupaj s ©).

Trditev 4.3.2. Naj bo X levi A-modul.
Ce je © taksna upodobitev modula X na paru (Y,2), da je
lin U imO(z) =2,
zeX
potem obstaja natanko ena upodobitev 0 algebre A na Z, da velja (4.3.1).

Za antiupodobitev H modula X na paru (Y,2) obstaja natanko ena an-
tiupodobitev n algebre A na Y, ki zadosca (4.3.2), ce je

ﬂ ker H(xz) = {0}.
zeX

Dokaz trditve je zelo enostaven, zato ga bomo izpustili.

Odslej bomo vedno privzeli, da sta pogoja iz trditve 4.3.2 izpolnjena. S
tem nismo izgubili na splosnosti. Ce je lin e @m ©(z) pravi podprostor v
Z, lahko brez skode prostor Z nadomestimo s prostorom lin | J . im O(x),
saj se na tistem delu prostora Z, ki ni v lin (J, o im O(x), ni¢ ne dogaja.
Podobno lahko prostor Y zamenjamo s prostorom Y/, ker H(z), ce je
(zeo ker H(x) netrivialen podprostor v Y.

Ker upodobitev modula in pripadajoca upodobitev algebre delujeta v
paru, bomo véasih kar paru teh dveh preslikav rekli upodobitev modula.
Tako je, na primer, (©,6) upodobitev levega 2A-modula X na paru (Y, 2)
natanko tedaj, ko velja (4.3.1). Podobno je par (H, n) antiupodobitev natanko
tedaj, ko velja (4.3.2).

Na prostor L(Y,2) lahko gledamo kot na levi L(Z)-modul: modulsko
mnozenje je komponiranje preslikav. V tem smislu je torej upodobitev mo-
dula X modulski homomorfizem iz X v levi L(Z)-modul L(Y,2). Ce na
L(Y,2) pogledamo kot na desni L(Y)-modul, je antiupodobitev modulski
antihomomorfizem iz X v desni L(Y)-modul L(Y, 2).

Za dano upodobitev © (antiupodobitev H) modula X bomo rekli, da je
trivialna, ¢e je ©(x) = 0 (oziroma H(xz) = 0) za vse z € X. Nadalje bomo
rekli, da je O cikliéna upodobitev modula X na paru (Y,2), ¢e obstaja v Y
taksen vektor y — ciklicen vektor — da je {O(x)y; = € X} = Z. Ciklicna
antiupodobitev je definirana na enak nacin.

Trditev 4.3.3. Naj bo X levi modul nad algebro .

(i) Jedro vsake upodobitve ali antiupodobitve modula X je podmodul v X.

(i) Ce je (©,0) upodobitev modula X na paru (Y,2,) potem je za vsak
vektor y € Y mnozica {O(x)y; = € X} O-invarianten podprostor v Z.



4.3. UPODOBITVE MODULOV 64

(iii) Ce je (©,80) upodobitev modula X na paru (Y,2), potem je ker C
(ker © : X). Podobna inkluzija velja za antiupodobitev (H,n) modula X.

Doxkaz. (i) Jasno.

(ii) Naj bo y vektor iz Y. Mnozica M = {O(z)y; = € X} je ocitno
linearen podprostor v Z. Zaradi 0(a)[©(x)y] = O(a - z)y, je ta podprostor
f-invarianten.

(iii) Ce je a € ker 6, potem za vsak = € X velja ©(a-x) = 0, kar pomeni,
daje a-X C ker ©, oziroma a € (ker © : X). Enak razmislek velja v primeru

antiupodobitev. ]

V primeru Banachovih modulov nas bodo zanimale predvsem upodobitve

na parih Banachovih prostorov.

Definicija 4.3.4. Naj bo X levi Banachov A-modul. Upodobitev © mo-
dula X na paru Banachovih prostorov (Y,2) je

(i) normirana, ce je O(x) € B(Y,2) za vse x € X;

(ii) topolosko ciklicna, ce obstaja v Y topolosko ciklicen vektor y, .
vektor za katerega velja, da je mnozica ©(X)y = {O(z)y; x € X} gosta v Z;

(i11) zvezna, c¢e je normirana in je kot preslikava iz X v B(Y,2) zvezna;

(iv) krepko zvezna, ce je preslikava ©, : x +— O(x)y, ki slika iz X v Z,

zvezna za vsak y € Y.

Ce je X levi Banachov 2-modul in (©,6) upodobitev X na paru Bana-
chovih prostorov (Y,Z), ni nujno, da je # normirana upodobitev algebre 2
na Z, toda mi bomo odslej to privzeli. Se ve¢, obi¢ajno bomo predpostavili,
da norma upodobitve 0 ne presega 1, tako da bomo lahko na Z gledali kot na
levi Banachov 2-modul. Podoben privzetek bo veljal tudi za antiupodobitve.

Naslednja trditev je modulska varianta trditve 4.2.2 iz [61], tudi dokaz
je zelo podoben.

Trditev 4.3.5. Normirana krepko zvezna upodobitev © levega Banacho-

vega A-modula X na paru Banachovih prostorov (Y,2) je zvezna.

DoxkAz. Zaradi krepke zveznosti je vsaka od preslikav ©,, y € Y, zvezna.
Ker je © tudi normirana, velja [|©y(x)| = ||©(x)y| < ||O(x)|| za vse z € X
in vse y € Y, |lyll < 1. Po principu enakomerne omejenosti (glejte recimo
[22], II1.14.1) obstaja taksna konstanta M > 0, da je ||©,] < M za vse
yeY, lyll <1.0d tod sledi

1©@)|| = sup{l|©(z)yl; y €Y, [lyll <1} < M|z,
kar pomeni, da je © zvezna. O

Zgled 4.3.6. Naj bo X levi A-modul. Spomnimo se, da smo v razdelku
4.1 pri vsakem = € X z P(z) oznaéili linearno preslikavo a +— a - z, ki slika
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iz algebre 20 v modul X. Ni tezko videti, da je preslikava P : x — P(z), ki
slika iz X v L(2, X), linearna. Oznac¢imo z p desno regularno upodobitev
algebre 2(. Zlahka se prepricamo, da pri poljubnih a € 2 in z € X velja
P(a-z) = P(z)p(a), kar pomeni, da je P antiupodobitev levega 2A-modula
X na paru (2, X). Tej antiupodobitvi bomo v nadaljevanju rekli regularna
desna upodobitev levega modula X.

Levi modul nima regularne leve upodobitve. Desni modul ima regularno
levo upodobitev, nima pa regularne desne upodobitve. Bimoduli imajo obe
regularni upodobitvi.

Ce je X levi 2-modul in (©,6) njegova upodobitev na paru (Y, 2), je s
O : z — O(x), kjer je O(z)" adjungirana preslikava, definirana linearna
preslikava iz X v L(Z',Y’). Ozna¢imo s 6’ na podoben na¢in dobljeno pres-
likavo iz 2 v L(Z') Ni tezko videti, da je §’ antiupodobitev algebre 2 na Z'.
Ker pri poljubnih @ € A in z € X velja O(a - x) = O(x)'0(a), je (0,0
antiupodobitev modula X na paru (Z/,Y). Bralec se bo brez dvoma strin-
jal, da bi v primeru, ko bi namesto upodobitve (©,6) imeli antiupodobitev
(H,n) modula X na paru (Y, Z), dobili upodobitev (H', ") modula X na paru
(Z/,Y"). Imamo torej naslednjo trditev.

Trditev 4.3.7. Ce je (©,0) upodobitev ((H,n) antiupodobitev) modula X
na paru (Y, 2), potem je (©',0") antiupodobitev ((H',n') upodobitev ) modula
X na paru (2',Y).

Zgled 4.3.8. Naj bo P desna regularna upodobitev levega A-modula X.
Potem je P’ preslikava iz X v L(X',2('), in zanjo velja

(P'(2)¢,a) = (§,a o) (a€A £€X)
pri vseh x € X.

Naj bo © upodobitev levega Banachovega 2-modula X na paru Bana-
chovih modulov (Y, 2Z). Ce je © normirana, lahko pri vsakem = € X govo-
rimo o adjungirani preslikavi ©(z)*, ki slika iz topoloskega duala prostora
Z v topologki dual prostora Y, torej iz Z* v Y*. Oznacimo s ©* preslikavo
x +— O(x)*, pa imamo normirano antiupodobitev modula X na paru (Z*,Y*).
Podobno dobimo v primeru, ko zaénemo z normirano antiupodobitvijo H,

normirano upodobitev H*.

Trditev 4.3.9. Naj bo © normirana upodobitev levega Banachovega -
modula X na paru Banachovih prostorov (Y,2). Ce je © krepko zvezna, je
tudi ©F krepko zvezna.

Doxkaz. Ker je © krepko zvezna, je vsaka od preslikav ©, : X — Z,
x +— O(x)y, pri cemer je y € Y, zvezna. Podobno kot v dokazu trditve 4.3.5
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lahko tudi zdaj zaradi normiranosti upodobitve © sklepamo, da obstaja
taksna konstanta M > 0, da je [|©,| < M zavsey €Y, |ly|| < 1.

Pri poljubnem ¢ € Z* oznac¢imo s @Zi preslikavo, ki vektorju € X priredi
funkcional ©(z)¢ € Y*. Ker je

19¢ (@) = [[0(2)¢] = sup{[(O(2)" ¢ y)l; y €Y, llyll <1} =
= sup{[((,0y(z))l; y € Y, Iyl < 1} < M||C]l]|=],
velja [|©F[| < M]|C||, kar pomeni, da je ©* krepko zvezna. O

Iz trditev 4.3.5 in 4.3.9 sledi naslednja posledica.

Posledica 4.3.10. Naj bo © normirana upodobitev levega Banachovega
A-modula X na paru Banachovih prostorov (Y,2). Ce je © krepko zvezna,
sta © in ©F zvezni.

Se naprej naj bo X levi A-modul. Naj bo © : X — L(Y, Z) upodobitev
modula X na paru (Y,2) in 0 : 2 — L(Z) pripadajoca upodobitev algebre
2. Predpostavimo, da je podprostor W C Z invarianten za 6. Definirajmo
upodobitvi Oy : A — L(W) in W : A — Z/W s predpisoma Oy(a) :=
0(a)lw, a €A, in 0W(a)(z +W) :=0(a)z+W, z € Z, a € A. Naj bo

U:={yeY; O(z)yec Wzavsex € X} = ﬂ O(z) 1 (W).
zeX

Ocitno je U najvecji linearen podprostor v Y, za katerega velja O(x)U C'W
pri vseh x € X. Podobna inkluzija velja za vsak podprostor V v U. Se pravi,
da je pri vsakem podprostoru V C U s predpisom Oy yy)(x) := O(x)|y dobro
definirana linearna preslikava iz X v L(V,'W). Za poljubna a € A in z € X
velja Oy ) (a - x) = Oyw(a)Oww)(r), kar pomeni, da je Oy w) upodobitev
modula X na paru (V, W). Upodobitev Oy ) je restrikcija upodobitve © na
par (V,'W). (Uporabili smo besedo restrikcija in ne zozitev, to pa zato, ker
bomo s slednjo poimenovali neko drugo preslikavo).

Definirajmo se redukcijo upodobitve © na par (V,'W). To je preslikava
0VW) . X — L(Y/V,2/W), za katero pri vsakem x € X velja

OV W () (y+V) =0()y+W, y+Vey/V.

Velja naslednja enakost: @YW (a - z) = 0" (a)0VW (), a € A, 2 € X.
Poglejmo poseben primer, ko je podprostor W enak kar celemu prostoru
Z. Tedaj je seveda prostor U enak celemu prostoru Y. Ce sta V{ in Vs
poljubna podprostora v Y in je Vo njuna vsota, imamo upodobitve Oy, z) :
X — L(Vg,2), katerih pripadajoca upodobitev algebre 2 na Z je 6. Vsak
vektor v € Vg lahko zapisemo kot vsoto v = v1 + v9, pri ¢emer je vy € V1 in
ve € Vy. Upostevajmo, kako je definirana restrikcija upodobitve, pa imamo

O (v,,2) (x)v = Ov,,2) (z)v1 + O(v,,2) (x)vy,  privseh x € X.
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Se pravi, da je dano upodobitev mogoce sestaviti iz njenih restrikcij. To
lahko izkoristimo, ko v danem konkretnem primeru iS¢emo upodobitve mo-
dula: poiséemo restrikcije iskane upodobitve, recimo na enodimenzionalne
podprostore, potem pa iz njih zgradimo iskano upodobitev.

Naj bo © normirana upodobitev levega Banachovega 2A-modula X na
paru Banachovih prostorov (Y,2). Ce je W zaprt #-invarianten podprostor
v Z, potem je tudi U = NyexO(x)~1(W) zaprt podprostor v Y. Za vsak
zaprt podprostor V v U velja, da sta restrikcija Oy 1y in redukcija oW
normirani upodobitvi modula X. Ocitno je pri vsakem y € V preslikava
O(v,w),y, ki vektorju x € X priredi vektor Oy yy)(z)y € W, enaka preslikavi
é\iy) X — Z/W, ki
je definirana z @;\iy) (z) = 0YW)(z)(y + V), enaka kompoziciji kvocientne

©,. Prav tako je pri vsakem y +V € Y/V preslikava ©

preslikave iz Y v Y/V in preslikave ©,. Sklepamo torej lahko, da sta O(v,w) in
OV"W) krepko zvezni, e je © krepko zvezna. Velja Se vec: vse tri upodobitve
so zvezne, saj smo na zacetku privzeli, da je © normirana. Zapisimo to kot
trditev.

Trditev 4.3.11. Naj bo © normirana upodobitev levega Banachovega
A-modula X na paru Banachovih prostorov (Y,2) in naj bo W zaprt 0-
invarianten podprostor v Z, pri cemer je 6 taksna upodobitev algebre A na Z,
ki pripada ©. Ce je © krepko zvezna, potem so za poljuben zaprt podprostor
V v NaexO(x) "1 (W) upodobitve ©, Oy y) in O W) zvezne.

Povejmo Se, kdaj sta dve upodobitvi ekvivalentni.

Definicija 4.3.12. Naj bo X levi A-modul in © ter T upodobitvi modula
X : prva na paru (Y,2) in druga na paru (U,V). Upodobitvi © in T sta
ekvivalentni, ¢e obstajata taksni linearni bijekciiU : Y - U inV : Z — 'V,

da velja
(4.3.3) T(x)U =VO(x) zawvsexeX.

V primeru, ko je X Banachov prostor in sta (Y,2) ter (U, V) dva para
Banachovih prostorov, sta upodobitvi © in T topolosko ekvivalentni, ée ob-
stajata taksni zvezni linearni bijekciji U : Y — U in V : Z — V, da velja
(4.3.3).

Opomba 4.3.13. Definicija 4.3.12 je precej splosnejsa od analogne defini-
cije ekvivalentnosti dveh upodobitev dane algebre. To izhaja iz dejstva, da
imamo mi v sploSnem na razpolago modulsko strukturo le na eni strani
(levi), medtem ko pri upodobitvah algeber upostevamo tako levo kot desno
modulsko strukturo, ki jo ima algebra kot bimodul nad sama sabo.

Zgled 4.3.14. Naj bo X levi A-modul in (©,6) upodobitev modula X
na paru (Y,2). Pri vsakem nenicelnem stevilu A € C je tudi par (A©,0)
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upodobitev modula X na paru (Y,2). Ni tezko videti, da sta upodobitvi
© in AO ekvivalentni, vlogo linearnih bijekcij U in V iz definicije igrata

identi¢na operatorja na Y, oziroma Z.

4.4. Nerazcepne upodobitve modulov

Netrivialna upodobitev 6 algebre 2 na prostoru X je nerazcepna, ce sta
trivialni podprostor 0 in cel prostor X edina #-invariantna podprostora v X.
V primeru, ko je X Banachov prostor, je 6 topolosko nerazcepna, ¢e sta 0 in
X edina zaprta f-invariantna podprostora v X.

Definicija 4.4.1. Netrivialna upodobitev (©,0) levega A-modula X na
paru (Y,2) je nerazcepna, ce velja

(1) upodobitev 0 algebre 2 na prostoru Z je nerazcepna in

(#i) skupno jedro upodobitve © je trivialno, tj.
(4.4.1) ﬂ ker©(z) ={y €Y; O(x)y =0, za vse z € X} = {0}.

zeX

Ce je X Banachov prostor in © njegova upodobitev na paru Banachovih
prostorov (Y,2), potem je © topolosko nerazcepna, ce je 0 topolosko neraz-
cepna in velja (4.4.1).

Trditev 4.4.2. Naj bo X levi modul nad algebro 2 in (©,0) nerazcepna
upodobitev X na (Y, 2).

(i) Vsak nenicelni vektor iz'Y je ciklicen za ©. Ce je X Banachov modul
in je © topolosko nerazcepna upodobitev X na paru Banachovih prostorov
(Y,2), je vsak nenicelni vektor iz'Y topolosko ciklicen za ©.

(ii) ker 6 = (ker © : X).

(1ii) Jedro upodobitve © je prapodmodul v X.

DokAz. (i) Naj bo y nenicelni vektor iz Y. Mnozica M = {O(z)y; x €
X} je ocitno linearen podprostor v Z. Zaradi 6(a)O(z)y = O(a - z)y, je
ta podprostor f-invarianten. Ker je upodobitev € nerazcepna, je M bodisi
trivialen podprostor bodisi ves Z. Prva moznost odpade, saj je y # 0 in
torej ne more biti v skupnem jedru vseh ©(x), x € X. Dokaz v Banachovem
primeru je podoben, le da namesto prostora M gledamo njegovo zaprtje.

(i) Inkluzijo kerf C (ker © : X) smo dokazali v trditvi 4.3.3. Naj bo
torej a € (ker © : X). Potem za vsak z € X velja 0 = O(a-z) = 0(a)O(x). Ce
je y nenicelni vektor iz Y, zaradi nerazcepnosti © velja {©(z)y; v € X} = Z.
Se pravi, da je 6(a)Z = {0}, od koder sledi a € ker 0.

(iii) Naj bosta a € 2 in = € X taksna, da je a2l - x C ker ©. Pred-
postavimo, da = ¢ ker ©. Potem obstaja v Y taksen y, da je ©(z)y # 0.
Mnozica N = {O(b- z)y; b € 2} je ocitno f-invarianten podprostor v Z.
Zaradi nerazcepnosti je bodisi N = Z bodisi N = {0}. Ce velja prvo, iz
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enakosti O(ab-z) = 0, ki velja pri vseh b € , sledi §(a)Z = {0}, kar nam da
a € ker 0 = (ker © : X). Pokazimo, da N = {0} ne more veljati. Namre¢, ¢e
bi, potem je 6(b)O(z)y = 0 za vse b € 2A. Toda potem je zaradi O(z)y # 0
mnozica {z € Z; 6(b)z = 0, Vb € A} netrivialen -invarianten podprostor,
torej ves Z. Od tod sledi 8 = 0, kar pa ni res. O

Definicija 4.4.3. Podmodul P v levem A-modulu X je primitiven, ce je
jedro kaksne nerazcepne upodobitve modula X.

Mnozico vseh primitivnih podmodulov v X bomo oznaéili s IIy(X). V
primeru, ko je X Banachov levi 2-modul, je ITg(X) mnoZica vseh zaprtih
primitivnih podmodulov.

Opomba 4.4.4. 1z tocke (ii) trditve 4.4.2 sledi, da je kvocient primi-
tivnega podmodula primitiven ideal v 2, tj. iz P € IIy(X) sledi (P : X) €
II(A). Pripomnimo Se, da je po tocki (iii) iste trditve Iy (X) C Pg(X).

Zdaj bomo pokazali, da so vsi maksimalni podmoduli primitivni (da so
prapodmoduli, Ze vemo - trditev 4.2.5).

Trditev 4.4.5. Vsak maksimalen podmodul v levem A-modulu X je pri-
mativen.

DokAz. Ker je M pravi podmodul v X, je X/M enostaven levi 2-modul.
Naj bo 6 : A — L(X/M) upodobitev algebre 2, dana z 0(a)(x + M) =
a-x+M, kjer je z+M poljuben iz /M. Jasno, ker je X/M enostaven modul,
je 0 nerazcepna. Definirajmo © : X — L(A/(M : X),X/M) tako, da je pri
vsakem z € X preslikava O(z) dana z ©(x)(a+ (M : X)) = a-x + M. Zlahka
se prepricamo, da je definicija dobra. Ker je ©(a - ) = 6(a)O(x) pri vseh
a € Ain vseh x € X, je © upodobitev modula X na paru (2(/(M : X), X/M).

Ce je a+ (M : X) v jedru vsake od preslikav ©(zx), z € X, potem iz
definicije sledi, da je a - X C M, kar pomeni, da je a € (M : X). To nam
skupaj z nerazcepnostjo 6 da nerazcepnost ©. Pokazimo Se, da je M = ker ©.
Inkluzija M C ker © je ocitna, saj je M podmodul v X. Obratna inkluzija
pa sledi iz dejstva, da mora za x € ker © pri vseh a + (M : X) € /(M : X)
— in torej tudi pri 1 + (M : X) — veljati O(z)(a + (M : X)) = M. O

Posledica 4.4.6. Naj bo X levi A-modul. Potem je
E(X) C Iy(X) C Py(X).
Ce je X Banachov levi A-modul, je

Ea(X) € Mo (X) S Par(X).
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Naj bo X levi %-modul in (©,0) njegova upodobitev na paru (Y,2).
V prejsnjem razdelku smo videli, da lahko pri danem 6-invariantnem pod-
prostoru W C Z in V C NgexO(x)~H(W) napravimo upodobitev Ov,w)
modula X na paru (V,'W), tj. restrikcijo upodobitve © na par (V,'W). Pred-
postavimo, da je © nerazcepna. Potem sta trivialen podprostor in ves pros-
tor edina f-invariantna podprostora v Z. Ce je W = {0}, je, zaradi (4.4.1),
tudi Nzex®(z) (W) = {0}, od koder sledi V = {0}. Naj bo zdaj W = Z
in V poljuben netrivialen podprostor v §. Ker ima restrikcija ©y ) za pri-
padajoco upodobitev algebre 2, kar upodobitev 6, je ocitno, da je Oy )
nerazcepna upodobitev modula X. O¢itno je situacija podobna, ko imamo
Banachov modul in topolosko nerazcepno upodobitev. Se pravi, netrivialne
restrikcije (topolosko) nerazcepne upodobitve so (topolosko) nerazcepne.
Kaj pa obratno? Ali lahko (topolosko) nerazcepno upodobitev razsirimo
do vecje (topolosko) nerazcepne upodobitve?

Definicija 4.4.7. (i) Naj bo X levi 2A-modul in © nerazcepna upodobitev
modula X na paru prostorov (Y, Z). Upodobitev T modula X na paru prostorov
(U, Z) je nerazcepna razsiritev upodobitve ©, ée je T nerazcepna in ée obstaja
taksna linearna injekcija U : Y — U, da velja ©(x) = T(z)U pri vseh x € X.

Ce je © taksna nerazcepna upodobitev modula X, da je ekvivalentna vsaki
svoji merazcepni razdiritvi, potem je © maksimalna nerazcepna upodobitev.

(ii) Naj bo X levi Banachov A-modul in © topolosko nerazcepna upodo-
bitev modula X na paru Banachovih prostorov (Y,2). Upodobitev T modula
X na paru Banachovih prostorov (U,Z) je topolosko nerazcepna razsiritev
upodobitve O, ce je T topolosko nerazcepna in ce obstaja taksna linearna
izometrija U : Y — U, da velja O(x) = T(x)U pri vseh x € X.

Ce je © taksna topolosko nerazcepna upodobitev modula X, da je topo-
losko ekvivalentna vsaki svoji topolosko merazcepni razsiritvi, potem je ©

maksimalna topolosko nerazcepna upodobitev.

Naslednji izrek nam zagotavlja, da je dovolj poznati maksimalne neraz-

cepne upodobitve danega levega modula.

Izrek 4.4.8. Vsaka nerazcepna upodobitev levega modula ima maksi-
malno nerazcepno razsiritev. Maksimalna nerazcepna razsiritev dane ner-

azcepne upodobitve je do ekvivalence natancno enolicno dolocena.

Dokaz. Naj bo © nerazcepna upodobitev levega 2A-modula X na paru
prostorov (Y, Z). Ozna¢imo s 7 druzino vseh nerazcepnih razsiritev upodo-
bitve ©. Vsak T € T naj upodablja modul X na paru (Up, Wr), podprostor
V1 C Ur pa naj bo taksen, da obstajata taksni bijektivni linearni preslikavi
Vr:Y — Vpin Wr : Z — Wr, za kateri velja WrO(z) = T(VT,WT)(HC)VT pri
vseh x € X. Naj bo 7 mnozica kvocientov, ki jo dobimo, ko v T izenaé¢imo
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med sabo ekvivalentne upodobitve. Za T € 7 naj bo [T] ustrezni ekvi-
valen¢ni razred v 7. V 7 vpeljimo relacijo delne urejenosti na naslednji
nacin. Za [T;] in [Tq] iz 7 velja [T1] < [Tg] natanko tedaj, ko obstaja
injektivna linearna preslikava U : Uy, — Up,. Da je definicija dobra, tj.
neodvisna od izbire predstavnika ekvivalencnega razreda in da gre res za
relacijo delne urejenosti, se ni tezko prepricati.

Ce je L linearno urejena poddruzina v 7, naj bo {T;; i € I} druzina
predstavnikov ekvivalen¢nih razredov iz £ — iz vsakega razreda natanko
eden. Torej je £ = {[T;]; i € I}. Privzamemo lahko, da je I linearno urejena
mnozica in da iz i < j, 1,5 € I, sledi [T;] < [T;]. Ker v primeru ¢ < j
obstaja injektivna linearna preslikava Uj; : U; — U;, lahko privzamemo,
da je U; € U;. Naj bo U unija vseh prostorov U;, i € I. Na U vpeljemo
strukturo vektorskega prostora: ¢e sta w in v iz U in a kompleksno Stevilo,
lahko najdemo taksen indeks ig v I, da sta au in v v vsakem od prostorov
U;, 10 < i, kar pomeni, da je tudi vsota au+ v v vsakem od teh prostorov in
torej v U. Pri vsakem indeksu ¢ € I naj bo U; vlozitev prostora U; v prostor
U. Zdaj bomo definirali preslikavo T : X — L(U,Z). Vzemimo x € X in
ga fiksirajmo. Naj bo u € U poljuben in ¢ tak indeks, da je u € U;, potem
je s T(x)u := T;(x)u dobro definirana linearna preslikava T(z) iz U v Z.
Ni tezko videti, da je tudi T dobro definirana linearna preslikava. Ker je
T(a-z) = 0(a)T(z), je T upodobitev X na paru (U, Z). Ce je u € U taksen,
da je T(x)u = 0 za vse x € X, velja pri nekem indeksu ¢, da je T;(z)u = 0 za
vse x € X. Zaradi nerazcepnosti T; pa je u = 0. Se pravi, da je T nerazcepna
razsiritev upodobitve ©. To pomeni, da je [T] € 7. Glede na konstrukcijo
je jasno, da je [T] zgornja meja za L. Zornova lema nam zagotavlja obsto]
maksimalnega elementa v 7.

1z tega, kar smo zZe dokazali, o¢itno sledi, da sta poljubni dve maksimalni
nerazcepni razsiritvi upodobitve T med sabo ekvivalentni. Torej velja tudi
zadnji del izreka. O

4.5. Hull-kernel topologija

V prejsnjih razdelkih smo definirali nekatere razrede podmodulov v da-
nem levem 2A-modulu X, pri ¢emer je A algebra z enoto. Spomnimo se, da
smo z Pg(X) oznacili druzino vseh prapodmodulov v X, s IIy(X) druzino
vseh primitivnih podmodulov in s Zg(X) vse maksimalne podmodule. V
primeru Banachovih modulov smo definirali Se druzine zaprtih prapodmo-
dulov, primitivnih podmodulov in maksimalnih podmodulov ter ustrezne
druzine po vrsti oznagili z Py(X), Ty (X) in Zg(X). Vemo ze, da veljajo
inkluzije

Ea(X) € Hg(X) € Py(X)
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in
EQ{(IX:) - ﬁg[(DC) - FQ{(IX:)

V nadaljevanju naj bo €2 poljubna neprazna podmnozica v Pg(X) —
oziroma v Pg(X), ¢e imamo Banachov modul. Seveda, najbolj zanimivi so

primeri, ko je € ena od prej nastetih druzin.

Definicija 4.5.1. Q-radikal levega modula X nad algebro 2 je podmodul
Rad%(%) = NP v X. Modul X je Q-polenostaven, cée je njegov Q2-radikal
trivialen in je Q-radikalski, ¢e je enak svojemu Q-radikalu.

V nadaljevanju bomo na 2 definirali hull-kernel topologijo (nekateri jo
imenujejo topologija Zariskega ali Jacobsonova topologija). Ideja, kako defini-
rati to topologijo, je iz [58], vendar je nas pristop bolj podoben tistemu v
teoriji (Banachovih) algeber (glejte [61], §7.1).

Definicija 4.5.2. Naj bo 2 algebra z enoto in X levi A-modul. Jedro
neprazne podmnozice S C Q je kx(S) := NpesP. Jedro prazne mnoZice je
ves X.

Ovoj podmodula Y C X je mnoZica

AEY) :={Pec (Y:X)C(P:X)}.

V naslednjem izreku so zbrane osnovne lastnosti jeder in ovojev. Podob-
nost z analognim izrekom iz teorijo algeber je zelo velika, vendar je potrebno
opozoriti na nekatere klju¢ne razlike. Ena izmed njih je, na primer, inkluzija

v tocki (vi), ki je lahko prava — pri algebrah velja tam vedno enacaj.

Izrek 4.5.3. Naj bo 2 algebra z enoto in X levi A-modul. Potem velja:

(i) kx(2) = Rad3(X) ter hf(0) = Q in hSH(X) = 0.

(ii) Ce za podmnoZici S1 in Sy v Q welja Sy C Sa, potem je kx(Sy) D
kac(S2).

(iti) Za vsako mmozico S C Q) velja, da je vsebovana v hi(kx(9)).

(iv) Ce je podmodul Y C X wvsebovan v podmodulu Z C X, potem je
RR(Y) 2 h(2).

(v) Za vsak podmodul Y C X velja hS{(Y) = h(kx(hE(Y))).

(vi) Za vsako mnoZico S C Q wvelja kx(h§(kx(S))) C kx(S9).

(vii) Za poljubno druzino podmodulov {Y;}ier v X je

(V1&(Ys) = K% (i - X) - ).
i€l icl

(viii) Za poljubna podmodula Y in Z v X je

hi(Y) U hR(Z) = hi(4 N 2).
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Doxkaz. (i) Ker je (0: X) = anng(X) in je anihilator modula X vsebo-
van v kvocientu vsakega podmodula (glejte prvi dve tocki trditve 4.1.2), je
Rh$(0) = Q. Nobeden od kvocientov (P : X), P € ©, ne vsebuje (X : X) = 2,
saj so (P : X) po trditvi 4.1.5 praideali v 2. Torej je h(X) = 0.

Veljavnost tock (ii), (iii) in (iv) zlahka preverimo.

(v) Ce je P € hiL(Y), je kx(h(Y)) C P. Torej je tudi (kx(h2(Y)) : X) C
(P : X), kar nam da P € hit(kx(hE(Y))).

Vzemimo, da Py € Q ni v AZY), ti. (Y : X) ¢ (Po : X). Naj bo
a € (Y : X) takien element, ki ni v (Py : X). Pri vsakem P € h$i(Y) iz
a€(Y:X)C(P:X)sledi a-X C P. Se pravi, da je a- X C kx(hE(Y)),
oziroma a € (kx(h$(Y)) : X). Torej (kx(h$(Y)) : X) ¢ (Po : X), kar pomeni
Po ¢ B (kx(h$E(Y))).

(vi) sledi iz (i) in (iii).

(vii) Naj bo {Y;}ier poljubna druzina podmodulov v X. Ce je P €
NiethE(Y:), potem je (Y; : X) € (P : X) za vse i € I. Od tod sledi, da
je (Yi:X)- XC(P:X)-Xzavseicl Kerje(P:X)-XCP,je

S (%) XC(PX)-XC P

i€l

Po trditvi 4.1.2 (vi) je potem

O (¥ X)-X:X) S (P: ),
i€l
kar pomeni, da je P € h%(zieﬂ(‘di : X) - X).
Vzemimo zdaj, da je P € hE(>,;c1(Ys : X) - X). Potem je

(Yi:20) C((Yi:X) - X:X) €O (Yi:X)-X:X) C(P:X).
1€l
Prva inkluzija velja po trditvi 4.1.2 (iii), druga velja zaradi (vi) iste
trditve, zadnja pa velja po predpostavki. Torej je P € h%(yi) za vsak i € I.
(viii) Ce je P € AE(Y)URE(Z), je (Y :X) C (P:X) ali (Z:X) C (P:X).
Kerpaje (YNZ:X)C (Y :X)in (YNZ:X) C (Z:X) (po trditvi 4.1.2
(vi)), je v vsakem primeru (Y N2 :X) C (P: X) in torej P € ALY N 2Z).
Da bi videli veljavnost obrata, se najprej prepricajmo, da je produkt

(Y:X)(2:0) =D arbr; ax € (Y:X), bp € (2:X)}
k=1
vsebovan v (YN Z : X). Naj bo z € X poljuben. Potem je pri vsakem
Sopeq akby € (Y 1 X)(Z : X) vektor > ) _; arby - © v preseku Y N Z. Po eni
strani so namre¢ vektorji ay - (b -x) v Y, ker soar v (Y:X), k=1,... ,n.
Po drugi strani pa so by -z v Z, ker so by v (Z : X) pri vseh k = 1,... ,n.
Ker je Z modul, so tudi a - (b -x) vZ,k=1,... ,n.
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Naj bo P € hfi(Y N 2). Potem je
Y:02Z:X)CHUNZ:X) C(P:X).

Po trditvi 4.1.5 je (P : X) praideal in zato je (Y : X) C (P:X) ali (Z:X) C
(P : X). V vsakem primeru torej P € hi{(Y) U h§(2). O

Iz prve in zadnjih dveh tock pravkar dokazanega izreka sledi, da je
druzZina {h%(y); Y je podmodul v X} zaprta za poljubne preseke in konéne
unije ter vsebuje prazno mnozico in celo mnozico 2. Od tod sledi, da je

druzina
{w(Y) == Q\ 2(Y); Y je podmodul v X}

topologija na €. To topologijo bomo v nadaljevanju imenovali hull-kernel
topologija.

Posledica 4.5.4. Ce je S C Q poljubna mnoZica, potem je njeno zaprtje
v hull-kernel topologiji mnozica h$(kx(S)).

DokAz. Po tocki (iii) prejinjega izreka je S vsebovana v hi:(kx(S)).
Recimo, da je Y taksen podmodul v X, da je S C h%(%). Potem je kx(S) 2
Exc(hSH(Y)) in nato A (kx(S)) C A (kx(h$(Y))), po tockah (i) in (iv) izreka
4.5.3. Po istem izreku, tocka (v), je h(kx(h(Y))) = hS(Y). Se pravi, da je
R (kx(S)) € hE(Y), kar pomeni, da je hit(kx(S)) najmanjsa zaprta mnozica
v hull-kernel topologiji, ki vsebuje S. O

Zlahka se prepricamo, da je v primeru ; C Qy C Pg(X), hull-kernel
topologija na €27 enaka relativni hull-kernel topologiji, ki jo ima 27 kot
podmnozica v €.

4.6. Naravna preslikava

Naj bo 2 algebra z enoto. Ce je Y podmodul v levem 2-modulu X,
potem je njegov kvocient (Y : X) dvostranski ideal v 2 (glejte trditev 4.1.2
(i)). Naravna preslikava je predpis vy, ki podmodulu Y C X priredi njegov
kvocient (Y : X). Obicajno nas bo v mnozici vseh podmodulov zanimala
le dolo¢ena podmnozica, recimo prapodmoduli, primitivni podmoduli itd.,
tedaj bomo zozitvi preslikave vg na to izbrano podmnozico rekli naravna
preslikava in jo prav tako oznacili z vy.

Naravna preslikava ni nujno injektivna, saj je v X lahko veliko prapod-
modulov, ki imajo isti kvocient. Prav tako naravna preslikava v splo$nem

ni surjektivna.

Trditev 4.6.1. Naj bo A algebra z enoto in X levi A-modul.
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(i) Naravna preslikava preslika prapodmodule v praideale, primitivne pod-
module v primitivne ideale. Slika maksimalnega podmodula ni nujno maksi-
malen ideal. Ce je X Banachov modul, slika vy zaprte podmodule v zaprte
tdeale.

(i1) Za poljuben dvostranski ideal T v A velja

BR(T) N va(Pa(X)) = va({P € PaX); TC (P X)}).
(1ii) Za poljubno podmnozico S C Py(X) velja ky(vy(S)) = (kx(S) : X).

Dokaz. (i) Da je kvocient prapodmodula praideal, smo dokazali v trditvi
4.1.5. 'V opombi 4.4.4 smo omenili, da je kvocient primitivnhega podmodula
primitiven ideal. Da kvocient maksimalnega podmodula ni nujno maksi-
malen ideal, smo videli v zgledu 4.2.6. Zadnji del te tocke je trditev 4.1.2
(vii).

(ii) O¢itno.

(iii) Za poljuben P € S je (P : X) € vy(S), kar pomeni, da je ky(vy(S)) C
(P : X). Torej velja kyg(va(S)) - X C P za vsak P € S. Se pravi, da je
Ey(vau(S)) - X € NpesP = kx(S), kar pa je le drug zapis za keg(vg(S)) C
(kx(S) : X). Veljavnost obratne inkluzije se vidi Se enostavneje: ker je
(kx(S) : X) C (P:X) za vsak P € S, je tudi

(kax(S) = X) € Npes (P : X) = ka(va(S))-
O

Naslednja trditev kaze, da je naravna preslikava uglasena s topoloskima
strukturama, ki jo imata Pg(X) in P(2A), ko ju opremimo s hull-kernel

topologijama.

Trditev 4.6.2. Naj bo A algebra z enoto in X levi A-modul. MnoZici
Py (X) in P(A) opremimo s hull-kernel topologijama.

(i) Naravna preslikava vy : Py(X) — P() je zvezna.

(ii) Ce je F zaprta podmnoZica v Py(X), je v (F) zaprta v relativni
topologiji mnozice vy (Pg(X)). Podobno za odprto mnozico d C Py(X) velja,
da je vy (U) odprta v relativni topologiji mnoZice vy (Py(X)). Se pravi, da je

naravna preslikava odprta in zaprta, ce je surjektivna.

Dokaz. (i) Pokazali bomo, da je F := vg'(F) zaprta podmnozica v
Py(X), ¢e je F zaprta podmnozica v P(2(). Ker vedno Yelja F C b (kx(F)),
je potrebno preveriti le veljavnost obratne inkluzije. Ce je P € hi.(kx(F)),
zaradi vy (F) C F velja

ka(F) C ka(va(F)) = (kx(F) : X) € (P X),

pri ¢emer enacaj v sredini velja zaradi tocke (iii) v trditvi 4.6.1. Se pravi,
da je praideal (P : X) v hi(ka(F)) = F, od koder sledi P € F.
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(ii) Naj bo F C Pg(X) zaprta. Postavimo v tocko (ii) trditve 4.6.1 za 7
ideal (ky(F) : X), pa imamo

ha((kx(F) : X)) N va(Pa(X) = va({P € Pa(X); (kx(F) : X) C (P: X)}
= va(hix(kx(F))) = vau(F).
Se pravi, da je vg(F) zaprta v relativni topologiji.

Naj bo zdaj U C Py(X) odprta. Potem je F := Py(X) \ U zaprta in
torej velja, da je vg(F) zaprta v relativni topologiji mnozice vg(Pg(X)). Ce
pokazemo, da je vy(U) = vy (Py(X)) \ va(F), bo trditev dokazana. Dovolj
je videti, da sta vy (U) in vy(F) disjunktni, saj je vg(Pg(X)) ravno njuna
unija. Toda to bo hitro sledilo iz naslednje lastnosti, ki jo imajo vse zaprte
in odprte podmnozice v Py(X). Namre¢, ¢e je F zaprta in za prapodmodul P
velja, da je v F, potem za vse prapodmodule v X, ki imajo isti kvocient kot
P, velja, da so v F, saj je F = hi(kx(F)). Podobno velja za odprte mnozice.
Od tod sledi, da sta vg(F) in vy(U) disjunktni podmnozici v vy (Pg(X)). O

Trditev 4.6.3. Naj bo A algebra z enoto in X levi A-modul. Ce je
' C P(A) taksna hull-kernel zaprta mnoZica, da velja ﬂ?eu;[l(r)j) =0, potem
je I' C vy (Py(X)) natanko tedaj, ko je anng(X) = ky(T).

DokAz. Najprej uporabimo enakost iz tocke (iii) trditve 4.6.1 za mnozico
S = Vil(l_‘), pa imamo
anng(X) = (0 : X) = (kx(vg (1)) : X) = ka(va(vy (T))).
Ce je T' C vy(Py(X)), potem je seveda I' = vg(vg'(T)) in torej velja
anng(X) = ky(T).
Obratno. Naj bo anng(X) = kyg(I"). Ker je vy zvezna in zaprta pres-

likava, je ym(yil(F)) zaprta podmnozica v I". Velja torej prva od naslednjih
enakosti

va(vg' (T) = halka(va(vy'(T)))) = halanna(X)) = ha(ku(I')) =T.
O

Posledica 4.6.4. Naj bo U algebra z enoto in X levi A-modul. Ce je X
P-polenostaven, potem je naravna preslikava vy : Po(X) — P(A) surjektivna
natanko tedaj, ko je anng(X) = Rad® ().



Enostavni multiplikatorji

V tem poglavju nas bo zanimalo, ali lahko za kakSen poseben razred
multiplikatorjev na levem Banachovem modulu pokazemo, da imajo njegovi
elementi podobne lastnosti kot multiplikatorji na komutativni Banachovi
algebri. Vpeljali in Studirali bomo enostavne multiplikatorje, pri tem pa
nam bodo v veliko pomo¢ tockasti multiplikatorji — slednje lahko imamo za
analog karakterjev v teoriji modulov.

5.1. Tockasti multiplikatorji

Naj bo 2 algebra z enoto in X levi A-modul. Karakter ¢ na A —
Ce seveda obstaja — je nerazcepna upodobitev algebre 2l na enodimenzi-
onalnem prostoru C. V tem razdelku zelimo poiskati tiste nerazcepne up-
odobitve modula X, katerih pripadajoc¢a upodobitev algebre 2 je ¢. [s¢emo
torej taksne prostore Y in linearne preslikave ® : X — L(Y,C), za katere
velja ®(a - z) = ¢(a)®(z) pri vseh a € A ter vseh z € X in ki zadoscajo
pogoju (4.4.1) iz definicije 4.4.1. Dovolj je poiskati vse maksimalne neraz-
cepne upodobitve, saj so vse ostale nerazcepne upodobitve restrikcije le-teh.
Naloge se bomo lotili tako, da bomo najprej poiskali restrikcije iskane mak-
simalne nerazcepne upodobitve ® na kakSen enodimenzionalen podprostor
v Y. Se pravi, da lahko naSo nalogo za zacCetek zastavimo tako: pois¢i vse
tiste nenicelne preslikave £ : X — L(C,C) = C, za katere velja

(5.1.1) &(a-x)=¢(a)(x) privsehaeAinz e X.

Pogoj (4.4.1) iz definicije 4.4.1 je avtomati¢no izpolnjen, ker smo zahte-
vali, da je £ netrivialna preslikava. Namrec, ¢e za nenicelno Stevilo a velja
&(x)a =0 pri vseh x € X, potem je (x) = 0 pri vseh z € X in torej & = 0.

Napravimo levi A-modul C, (glejte zgled 1.5.5). Potem nam (5.1.1)
pove, da iS¢emo multiplikatorje, ki slikajo iz X v C,, ali krajSe, zanima nas
prostor Lg(X,Cy) C X'.

V nadaljevanju algebra 2 ne bo imela nujno enote, k mnozici netrivialnih
multiplikativnih linearnih funkcionalov bomo zato dodali Se funkcional 0.
Unijo X(2) U {0} bomo oznag¢ili s Xy(2).

T



5.1. TOCKASTI MULTIPLIKATORJI 78

Definicija 5.1.1. Naj bo X levi modul nad algebro L. Linearen funkcional
¢ € X' je tockasti multiplikator pri ¢ € Xo(21), ce velja

(& a-z)=p(a)&x) zavseacinvsex e X.

Ocitno je trivialen funkcional na X tockasti multiplikator pri vsakem
p e X(2).

Definicija 5.1.2. Maksimalen podmodul M v levem A-modulu X je hiper-
maksimalen, ¢e je njegova kodimenzija enaka 1.

Mnozico vseh hiper-maksimalnih podmodulov v X bomo oznagili z Ag(X).
V primeru Banachovega modula X bo Ag(X) mnozica vseh zaprtih hiper-

maksimalnih podmodulov. Tej mnozici bomo rekli hiperspekter modula X.

Trditev 5.1.3. Naj bo X levi modul nad algebro . Netrivialen linearen
funkcional £ € X' je tockasti multiplikator natanko tedaj, ko je njegovo jedro
hiper-maksimalen podmodul v X.

DoOKAZ. V eno smer je dokaz enostaven: c¢e je & netrivialen tockasti
multiplikator pri nekem ¢ € X(2), potem je P := ker £ linearen podprostor
s kodimenzijo 1 in za poljubna a € A ter z € P velja (§,a-z) = ¢(a)({, z) =
0, kar pomeni, da je P podmodul. Obratno. Naj bo ker £ podmodul v X. Ker
je &€ netrivialen, obstaja v X taksen vektor e, da je ({,e) = 1. Definirajmo
preslikavo ¢ : 2 — C s predpisom ¢(a) := (£, a - e). O¢itno gre za linearen
funkcional. Hitro tudi vidimo, da je definicija ¢ neodvisna od izbire vektorja
e : ¢e tudi za vektor ¢/ € X velja (£,€') =1, je e — €’ € ker &, od koder sledi
(€,a-e) = (&, a-€), pri vseh a € A, saj je ker £ podmodul. Vsak vektor
x € X lahko zapiSsemo kot x = (£, z)e + g, kjer je xg € ker&. S pomocjo
tega dejstva ni tezko ugotoviti, da je ¢ multiplikativen: za poljubna a, b €
velja

p(ab) = (€, ab-e) = (£, a- (p(b)e + z0)) = ¢(a)p(b).
Zdaj je enostavno videti, da je £ tockasti multiplikator pri ¢. O

Obstaja torej korespondenca med netrivialnimi tockastimi multiplika-
torji in hiper-maksimalnimi podmoduli.
Iz same definicije hiper-maksimalnih podmodulov sledita inkluziji

Aq(X) C Za(X) in Ba(X) C Ea(X).

Hiper-maksimalni podmoduli so torej tudi primitivni.

Pri danem ¢ € () oznacimo z A,(X) mnozico vseh tistih hiper-
maksimalnih podmodulov v X, ki so jedra tockastih multiplikatorjev, ki
pripadajo ¢. V primeru Banachovih modulov naj bo Zw(\')C) podmnozica
zaprtih podmodulov iz A, (X).
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Posledica 5.1.4. Za vsak P € Ay(X), ¢ € (), je (P : X) = kero.

Dokaz. Naj bo £ tak tockasti multiplikator na X, ki pripada ¢ in
katerega jedro je P. Ker je £ nerazcepna upodobitev X na paru (C,C), je
v primeru, ko ima algebra enoto, ta posledica poseben primer trditve 4.4.2
(ii). Seveda pa lahko to posledico dokazemo neposredno: element a € A je v
kvocientu (P : X) natanko tedaj, ko velja ({,a-x) = 0 za vse x € X. Slednje
pa velja natanko tedaj, ko je a € ker ¢. O

Ce ima algebra 2 enoto, potem pri trivialnem funkcionalu ni nobenega
netrivialnega tockastega multiplikatorja, kar z drugimi besedami pomeni, da
je tedaj mnozica Ag(X) prazna.

Zgled 5.1.5. Naj bo 2 komutativna algebra in poglejmo nanjo kot na
levi /-modul. Podmoduli so torej ideali in hiper-maksimalni podmoduli so
natanko vsa jedra netrivialnih multiplikativnih linearnih funkcionalov. Se
pravi, da so v tem primeru vse mnozice Ay, (2), ¢ € X(2A), singletoni.

Preden navedemo nekaj zgledov za tockaste multiplikatorje, bomo za
primer zaprtih hiper-maksimalnih podmodulov v Banachovem modulu za-
pisali nekaj ugotovitev, ki smo jih za prapodmodule dokazali ze v razdelku
4.6.

Spomnimo se, da smo z vg oznacili naravno preslikavo. Zdaj, ko obrav-
navamo zaprte hiper-maksimalne podmodule, je to preslikava iz Ag(X) v
A(2l) (to zagotavlja posledica 5.1.4).

Trditev 5.1.6. Naj bo % Banachova algebra z enoto in X Banachov
levi A-modul. Prostora Ay(X) in A() naj bosta opremljena s hull-kernel
topologijama.

(i) Naravna preslikava vy : Ag(X) — A(RL) je zvezna.

(ii) Ce je F zaprta podmnozica v Ay(X), je vy(F) zaprta v relativni
topologiji mnozice vy (Ag(X)). Podobno za odprto mnozicod C Ay(X) velja,
da je vy (U) odprta v relativni topologiji mnozice vy(Ag(X)). Se pravi, da je
naravna preslikava odprta in zaprta, ce je surjektivna.

(iii) Ce je X A-polenostaven, potem je naravna preslikava vg : Ag(X) —
A(R1) surjektivna natanko tedaj, ko je anng(X) = Rad™(2A).

DoxkAz. (i) je neposredna posledica trditve 4.6.2 (i).
(ii) Naj bo F zaprta podmnozica v Ag(X). Potem je
va(F) = ha((kx(F) : X)) N vg(Ag(X)).

Namrec, ker je F = hg(k:x(]:)), iz o € ho((kx(F) : X)) N vg(Ag(X)) sledi,
da je A, neprazna mnozica in da za vsak P iz te mnozice velja (kx(F) :
X) C (P : X), oziroma P € hy(kx(F)) = F. To nam da ¢ € vy(F). Obrat je
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trivialen. Zdaj je jasno, da je vg(F) zaprta v relativni hull-kernel topologiji
mnozice vg(Ag(X)). Primer odprte mnozice obravnavamo tako kot smo to
storili v dokazu trditve 4.6.2 (ii).

(iii) Ravnamo podobno kot v dokazu trditve 4.6.3. Upostevati moramo
prejsnjo tocko te trditve. O

Vrnimo se k tockastim multiplikatorjem.

Zgled 5.1.7. Naj bosta m in n naravni stevili. Oznac¢imo z X prostor
M, 5n(C) vseh kompleksnih m x n matrik in z 2 algebro D,,(C) vseh di-
agonalnih kompleksnih m x m matrik. O¢itno je 2 komutativna Banachova
algebra z enoto in X je Banachov levi 2-modul pri obi¢ajnem mnozenju
matrik. Definirajmo preslikave ¢ : 24 — C, kK = 1,...,m, s predpisi
@k : [aij] — agk. Brez tezav se lahko prepricamo, da je () = {¢1,... , om}-
Pri vsakem paru indeksov p in ¢, pri ¢emer je 1 < p < minl < q < n,
definirajmo Se funkcionale §,, na X s predpisi &,q : [24j] — xpq. Enostavno
preverjanje nam pokaze, da je funkcional & € X* tockasti multiplikator pri
v € X(2A) natanko tedaj, ko ga lahko zapisemo kot linearno kombinacijo
funkcionalov &1, ... , &kn.

Definicija 5.1.8. Naj bo U algebra in X levi A-modul. Nenicelni vektor
x € X je karakteristicen za A, ée v Xo(2A) obstaja takSen o, da pri vseh
a € A velja a -z = @(a)x. Multiplikativnemu linearnemu funkcionalu ¢, ki

zadosca tej relaciji, pravimo karakteristicen multiplikativen funkcional.

Pri danem ¢ € 3¢(2A) oznacimo s Ch ,(X) mnozico, ki vsebuje vektor
0 ter vse karakteristicne vektorje v X, ki pripadajo . Ni tezko videti, da
je Ch ,(X) podmodul v X. V primeru, ko je X Banachov modul (in je torej
2l Banachova algebra, kar pomeni, da so multiplikativni linearni funkcionali
omejeni, tj. zvezni), je Ch ,(X) zaprt podmodul v X. Se veg, ¢e je X* dualen
Banachov -modul, je Ch ,(X*) sibko-* zaprt podmodul v X*.

Naj bo Ch o(X) linearna lupina unije Ug,ex,(2yCh o (X). Ce je X Bana-
chov modul naj bo Ch o(X) zaprtje Chg(X) v X in C'h 3 (X*) sibko-* zaprtje
Cho(X*) v X*. Jasno, Ch g(X) je podmodul v X. O¢itno je tudi, da sta pod-
modula Ch g(X) in Ch}(X*) zaprta po normi oz. v sibki-* topologiji, ko je
X Banachov modul.

Zdaj lahko odgovorimo na vprasanje, ki smo si ga zastavili na zacetku
razdelka, ko smo spraSevali o nerazcepnih upodobitvah levega 2-modula X,
ki pripadajo ¢ € ().

Pri vsakem x € X naj bo ®(x) preslikava iz Ch ,(X') v C,, ki je defini-
rana s ®(z)¢ = (£, z). O¢itno je vsaka od preslikav ®(z), x € X, linearna.
Torej je @ preslikava iz X v L(Ch ,(X'), Cy,). Tudi zanjo ni tezko videti, da
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je linearna. Za poljubna a € U ter x € X velja

P(a-)§ = (§a-x) = p(a)({§, z) = p(a)®(z)¢

pri vseh & € Ch ,(X'), kar pomeni, da je ® upodobitev modula X na paru
(Chyo(X),C).

Izrek 5.1.9. Upodobitev @ je maksimalna nerazcepna.

DokAz. Hitro vidimo, da je ® nerazcepna: za ¢ vemo, da je nerazcepna
upodobitev algebre 2, pogoju (4.4.1) iz definicije 4.4.1 pa je tudi zados¢eno,
sajza { € Chy(X') iz 0 = ®(x)§ = (£, x) pri vseh z € X sledi £ = 0.

Po trditvi 4.4.8 ima upodobitev ® maksimalno nerazcepno razsiritev
©:X — L(Y,C). Obstaja torej taksna injektivna linearna preslikava

U: Chy(X') =Y,
da pri vseh x € X velja
(5.1.2) O(x) =O(x)U.

Spomnimo se, da smo v razdelku 4.3 pri danem y € Y s ©, oznacili linearno
preslikavo x — O(x)y, © € X. Brez tezav lahko preverimo, da je preslikava
V, ki slika iz Y v Ch,(X'), linearna, ¢e je definirana z Vy := ©, pri vseh
yeY.

Iz (5.1.2) sledi veljavnost enakosti ®(z)V = ©(z)UV pri vseh z € X.
Ker pri vsakem z € X in vsakem y € Y velja ®(z)Vy = (Vy,z) = ©(2)y,
imamo O(z)UVy = ®(z)Vy = O(x)y pri vseh x € X in vseh y € Y. Zaradi
nerazcepnosti © je torej UVy = y pri vseh y € Y, kar pomeni, da je UV
identi¢ni operator na Y.

Poglejmo zdaj se produkt VU. Pri poljubnem & € Ch ,(X') je

B(2)VUE = (VUE, 2) = O(x)UE = b(2)é

pri vseh z € X. Ker je ® nerazcepna, je torej VUE = £ za vse £ € Ch ,(X),
kar pomeni, da je VU identi¢ni operator na Ch ,(X'). Ugotovili smo, da sta
upodobitvi ® in © ekvivalentni, kar seveda pomeni, da je ® maksimalna
nerazcepna. O

Naj bo 2 Banachova algebra z enoto in X Banachov levi 2A-modul. Pri
vsakem ¢ € X(2) naj bo M, := ker ¢ in naj bo My = 2. Z X, oznac¢imo
zaprtje linearne mnozice M, - X v X. Ocitno je X, zaprt podmodul v X. Ce
gledamo na X kot na levi Banachov M-modul, je X, bistveni podmodul v
smislu [25] §15.

Predpostavimo, da je Z takSen zaprt podprostor v X, da velja X, € Z C
X za nek ¢ € (). Vsak a € 2 lahko zapisemo kot a = ¢(a) + aop, kjer je
ag € My, Se pravi, da za vsak z € Z in vsak a € A veljaa-z = ¢(a)z+ap- 2,
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od koder sledi a - z € Z, saj je produkt ag - z v X,,. Torej je podprostor Z
podmodul v X.

Iz pravkar povedanega sledi, da je vsak zaprt podprostor v X, ki ima
kodimenzijo 1 in vsebuje X, element mnozice A,(X). O¢itno velja tudi
obrat: vsak element v Z¢ (X) je zaprt podmodul s kodimenzijo 1, ki vsebuje
Xy. Ker je X, seveda enak preseku vseh zaprtih podprostorov v X, ki imajo
kodimenzijo 1 in ga vsebujejo, je torej

Xo= [) P
PeA,H(X)

Definicija 5.1.10. Naj bo 2 Banachova algebra in X Banachov levi -
modul. A-radikal ali hiperradikal modula X je podmodul

Radz(X):= (] X.= [ P
PEX(A) PeAy (X)

Trditev 5.1.11. Naj bo A Banachova algebra in X levi Banachov -

modul. Potem je

(5.1.3) Cho(X*) = Ba(X,C,) =X, za vse p € ()
m
(5.1.4) Ch(X*) = Radg (X)*.

DokAz. Enakosti v (5.1.3) zlahka preverimo, zato poglejmo (5.1.4). Ker
je Radg(DC) vsebovan v vsakem X, ¢ € X(2), je Xé C Radg(f)C)L. Zaradi
(5.1.3) je Ch(X*) sibko-+ zaprtje linearne lupine unije U{X}; ¢ € S(2)}.
Ker je Radg(DC)L Sibko- zaprt podmodul v X*, je torej Ch }(X*) vsebovan
v njem.

Predpostavimo zdaj, da & € X* ni v Ch(X*). Ce bi jedro keré =
{¢}1 vsebovalo Ch5(X*) 1, potem bi imeli £ € ({£}1)F C (Chy(X*) )t =
Ch % (X*), kar pa ne velja. Torej obstaja v Ch(X*) | takSen z, da je (£, z) #
0.1z f)Cé C Chy(X*) privseh ¢ € S(A) sledi, da je z € X, pri vseh ¢ € X(2),
kar pomeni, da je z € Rada (X). Torej € ni v Rada (X)*.

O

Definicija 5.1.12. Naj bo 2 Banachova algebra in X Banachov levi -
modul. Priblizna enota v 2 za X je taksno posploseno zaporedje {e;}icr C 2,

za katerega velja
e;-x—x privsehz € X.

Ce na samo algebro 2 gledamo kot na levi Banachov 2-modul, potem je
posploseno zaporedje {e; }ier leva priblizna enota v 2, ¢e je pogoj iz definicije
izpolnjen za vse z € 2.
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Posledica 5.1.13. Naj bo A Banachova algebra in X Banachov levi -
modul. Ce je ¢ € Xo(2) taksen, da v My, obstaja priblizna enota za X (na
X gledamo kot na levi Banachov My-modul), potem je Ch ,(X*) = {0}.

V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj zgledov tockastih multiplikatorjev.

Zgled 5.1.14. Na Banachovo algebro 2 z enoto poglejmo kot na levi -
modul. Linearen funkcional £ € A* je v Ch ,(A*) za nek ¢ € 3(2) natanko
tedaj, ko je £ = agp, pri cemer je a € C. Da je ap € Ch ,(*) ni tezko videti.
Obrat pa sledi iz dejstva, da za vsak £ iz Ch ,(A*) velja (£, a) = ¢(a)(&, 1)
pri vseh a € 2.

Naj bo J zaprt levi ideal v 2 s kodimenzijo 1. Ni tezko videti, da obstaja
taksen ¢ € (), da je T = ker ¢ = M,, (torej je J dvostranski ideal v 21).
Oznaéimo z J2 zaprtje mnozice J - J. Se pravi, da je Jo = m =732. Po
trditvi 5.1.11 so tockasti multiplikatorji na J, ki pripadajo ¢, natanko wvsi
tisti funkcionali iz duala J*, ki so v ﬁL. Kot je dobro znano je prostor ?L
lahko trivialen (recimo pri pogojih posledice 5.1.13), konénodimenzionalen
ali neskon¢nodimenzionalen.

Vzemimo ¢ € X(2) \ {p} (¢e obstaja). Potem je Ty, = My - T dvos-
transki ideal v 2, ki je vsebovan v My, N J. Ker je ¢ v Ch (J3*) = ji, je
kodimenzija ideala J,, v J vsaj 1. Od te kodimenzije je odvisno, ali obstajajo
na J poleg ay), a € C, Se kaksni drugi tockasti multiplikatorji, ki pripadajo .
Recimo, ¢e ima My, levo priblizno enoto {e;}icr, potem za vsak x € MyNJ
velja © = limjere; - 2. Ker je vsak produkt e; - & v My - (My NJ), velja
My - (MyNnT) = MyN7T. Od tod potem sledi

j¢§M¢ﬁj:M¢'(M¢ﬁj)g./\/lw'j:jw,

oziroma Jy, = My, N J. Se pravi, da je v tem primeru Ch ,(J*) enodimen-
zionalni podprostor v J*, ki ga napenja 1.

Zgled 5.1.15. Naj bo 2 komutativna Banachova algebra in J tak gost
ideal v 2, na katerem je definirana norma ||-||’, glede na katero je J Banachova
algebra in za katero velja, da je ||z|| < ||z||" pri vseh z € J, pri emer je || - ||
norma iz 2. Ni tezko videti, da je potem J Banachov levi 2-modul.

Ce ima 2 priblizno enoto, potem je po posledici 5.1.13 Cho(J) = {0}.

Zozitev multiplikativnega linearnega funkcionala ¢ € X (2() na J je od
0 razlicen multiplikativen linearen funkcional na J. Pokazati se da, da je
¢ — |y bijektivna preslikava iz ¥(2() na 3(J). Jasno je, da je p|y v Ch ,(3%)
za vsak ¢ € (). Naj bo zdaj & poljuben od 0 razlicen tockasti multiplikator
iz Ch ,(3*). Ker je J gost v 2, obstaja taksen e € J, da je p(e) = 1. Torej je

<§7$> = <§,6.’B> = <§,xe> = gp(.’L‘)({, e)
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za vse x € J. To pomeni, da je £ = (£, )|y in Ch ,(J*) je enodimenzionalen

podprostor v 7%, ki ga napenja ¢|3.

Zgled 5.1.16. Naj bo G lokalno kompaktna Abelova grupa. V zgledu
1.5.8 smo videli, da je pri vsakem §tevilu 1 < p < oo prostor LP(G) Banachov
levi L'(G)-modul, ée je modulsko mnozenje definirano s konvolucijo. Kaj so
tockast multiplikatorji na L'(G) pri danem ¢ € X(L'(G)), lahko ugotovimo
na podoben nacin kot v zgledu 5.1.14. Vzemimo, da je 1 < p < oo in naj
bo q taksno realno Stevilo, za katerega velja % + é = 1. Kot je dobro znano
lahko izena¢imo dual prostora LP(G) in prostor L(G).

Ker je L'(G) x LP(G) = LP(G), glejte zgled 16.6 v [25], ni tockastih mul-
tiplikatorjev na LP(G), ki bi pripadali trivialnemu multiplikativnem funk-
cionalu.

Predpostavimo, da je grupa G kompaktna. V tem primeru je LP(G) gost
ideal v L'(G). Kot smo videli v zgledu 5.1.15, je pri vsakem funkcionalu
¢ € ¥(L'(G)) mnozica tockastih multiplikatorjev na LP(G), ki mu pripada,
enodimenzionalen prostor napet na zozitev ¢|r»(). Zdaj lahko pokazemo,
da je v tem primeru radikal Radg1 (G)(LP(G)) trivialen. Namre¢, zaradi
kompaktnosti grupe G lahko na vsak ¢ gledamo kot na funkcijo iz LI(G).
Ce je torej funkcija f v radikalu, je

0=o(f) = (o, f) = /G f(@)p(x)dz.

Definirajmo g(x) := f(—x), x € G. Potem je seveda g € LP(G). Zaradi
LP(G) C LY(@), imamo

0=(p.f) = /G f (@) plx)de = /G o) p(—z)dz = §(e),

pri ¢emer je g Fourierova transformiranka funkcije g. Grupna algebra je
polenostavna, zato je g = 0. Se pravi, da je tudi funkcija f trivialna.
Predpostavimo zdaj, da G ni kompaktna. S C.(G) ozna¢imo algebro vseh
zveznih funkcij na G, katerih nosilec je kompakten. Naj bo ¢ € X(LY(G))
in recimo, da je £ tockasti multiplikator na LP(G), ki pripada ¢. Potem je

(& f+g9)=0(f)&g) zavsefingizC.(G).

Algebra C.(G) je gosta v LP(G), zato obstaja v njej taksna funkcija e, da je
¢(e) = 1. Iz zgornje enakosti sledi, da je {le, (@) = (£, e)¢le.q)- Ce bi bilo
Stevilo (€, e) od ni¢ razliéno, bi bil 7 := (£, e) 1€ zvezen linearen funkcional
na LP(G), za katerega bi veljalo nle,(q) = ¢le.(a)- Toda to je nemogoce, saj
funkcionala ¢|e,(g) ni mogoce zvezno razsiriti na ves LP(G). Ugotovili smo,
da so v primeru, ko G ni kompaktna, vsi moduli Ch ,(LY(G)), p € (LY(G)),

trivialni.
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5.2. Enostavni multiplikatorji na Banachovih modulih

V tem razdelku bomo obravnavali poseben razred multiplikatorjev na
danem levem Banachovem modulu. Pokazali bomo, da imajo multiplikatorji
iz obravnavanega razreda podobne lastnosti kot multiplikatorji na komuta-
tivnih Banachovih algebrah.

Naj bo 2 Banachova algebra in naj bosta X ter Z leva Banachova 2A-
modula. Ce je T iz By (X, Z), potem velja

(T7(& - a),x) = (§,a-Tx) = ((T7C) - a,z)

zavse a € A, z € X in & € Z*. Se pravi, da je T* € B(Z*, X*)y. To dokazuje
prvi del naslednje trditve, ki je modulska varianta izreka 1.2.4 iz [49].

Trditev 5.2.1. Naj bo A Banachova algebra in naj bosta X ter Z leva
Banachova A-modula. Ce je T € By(X,2), potem je T* € B(Z*,X*)g in
pri vseh ¢ € X(A) velja T*(Zf;) - DCf’;. Po drugi strani, ce je T takSen
omejen linearen operator iz X v Z, za katerega velja T*(Zi;) - f)Cig pri vseh
p € X(2A), potem je za poljubna a € A in x € X element T(a-z) —a-Tx v
A-radikalu modula Z. V posebnem primeru, ko je Z A-polenostaven, je torej
T € By(X,2).

DokAz. Vzemimo ¢ € X() in ¢ € Zi. Zaradi (5.1.3) je (T™"() - a =
T*(¢-a) = p(a)T*¢ za vse a € A, zato je T*( € DCSJ,; po trditvi 5.1.11.

Naj bo zdaj T takSna omejena linearna preslikava iz X v Z, za katero
velja T*(27,) C DCé pri vseh ¢ € X(2). Ozna¢imo z W linearno lupino unije
U{Zé; v € X(A)}. V dokazu trditve 5.1.11 smo videli, da je sibko-* zaprtje
mnozice W enako Radg(Z)J—. Naj bosta a € 2 in v € X poljubna. Potem za
§=> 4 1& iz W, pri cemer so & v I)Cék pri nekih pp € X(A), k=1,... ,n,
velja

n

(& T(a-x)—a-Te) = (& T(a-z)) — (&, a- Tx))
k=1

((T7) - a, ) = (T" (& - a), 7))

=

Sl

[y

= > (r(@) (T, z) — pr(a)(T"E, z)) = 0.
k=1

Od tod sledi T(a-z) —a-Tx € Radg(Z) zavse a € Ain x € X, O

Naj bo 2 Banachova algebra z enoto in naj bo X levi Banachov -
modul. Kot smo videli v prejsnji trditvi, je za vsak ¢ € 3(2) in vsak
T € By(X) prostor f)Cj invarianten za T™. Se pravi, da T™ preslika vsak
tockasti multiplikator £ € f)Cf’; v tockasti multiplikator T*¢ € DCSJ,;. Ocitno je
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T*¢ = 0 natanko tedaj, ko je imT C ker&. Ce pa je T*¢ razlicen od 0, je
jedro ker (T*¢) v Ay (X). Ni tezko videti, da T preslika ker (T*¢) v ker .

V nadaljevanju nas bodo zanimali tisti multiplikatorji iz Bey(X), ki ohran-
jajo vse zaprte hiper-maksimalne podmodule.

Definicija 5.2.2. Naj bo 2 Banachova algebra z enoto in X levi Bana-
chov A-modul. Operator T € B(X) je enostaven multiplikator na X, ce je
multiplikator, za katerega velja TP C P pri vseh P € Agy(X).

Mnozico vseh enostavnih multiplikatorjev na X bomo oznaéili z Mg (X),
torej

My(X) = {T € By(X); TP C P za vse P € Ag(X)}.

Naslednji zgled nam kaze, da je vsak multiplikator na polenostavni ko-
mutativni Banachovi algebri enostaven. V nadaljevanju bomo videli (trditev
5.2.4), da imajo enostavni multiplikatorji precej lastnosti, ki so znacilne za

multiplikatorje na algebrah.

Zgled 5.2.3. Naj bo 2 polenostavna komutativna Banachova algebra.
Spomnimo se, da je preslikava T : A — A multiplikator na 2, ce je x(Ty) =
(Tx)y za vse x, y € A. Mnozica vseh multiplikatorjev na 2, je M(2). Kot
vemo je to krepko zaprta podalgebra v B(2), ki vsebuje identi¢ni operator
(izreka 1.1.1in 1.1.2 v [49]). Poglejmo na A kot na levi Banachov 2;-modul.
Mnozica Ag (2A) je enaka mnozici maksimalnih modularnih idealov v 2. Ker
je po izreku 1.2.4 iz [49] linearna preslikava 7' : 20 — 2 v M(2A) natanko
tedaj, ko je TM C M za vse maksimalne modularne ideale v 2, je torej
M) = Moy, (),

Naslednja trditev je modulska varianta nekaterih trditev iz izrekov 1.1.1
in 1.1.2 v [49].

Trditev 5.2.4. Naj bo 2 Banachova algebra z enoto in naj bo X Bana-
chov levi A-modul. Mnozica My(X) je podalgebra v By(X), zaprta v krepki
operatorski topologiji. Za a iz centra algebre A velja, da je pripadajoci ope-
rator mnozenja Ly : © — a-z, x € X, v My(X), kar pomeni, da je identicni

operator vedno v My(X).

DokAz. Da je Mgy(X) podalgebra v By(X), ni tezko videti. Prav tako
je jasno, da so operatorji mnozenja L,, kjer je a iz centra 2, multiplikatorji
na X, ki ohranjajo podmodule. Pokazimo, da je Mgy(X) zaprta v krepki
operatorski topologiji.

Naj bo {T;}ier poljubno posploseno zaporedje v My(X), ki konvergira
k T € B(X) v krepki operatorski topologiji. Pri vsakem x € X torej velja
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lim;¢y | 732 — Tx|| = 0. Naj bosta a € 2 in = € X poljubna. Potem je

IT(a-2) —a- Tzl <|T(a-z) = Ti(a- 2)|| + la- Tix —a- Txl| =0,

kar pomeni, da je T multiplikator. Ker pri vsakem P € Ag(X) iz z € P sledi
Tix € P, je tudi Tx € P, saj je P zaprt podmodul. O

Ker imajo enostavni multiplikatorji v sploSnem lepSe lastnosti kot splosni
multiplikatorji iz By(X), je seveda zanimivo vprasanje, kdaj velja enakost
My(X) = By(X). V zgledu 5.2.3 smo videli, da ta enakost velja, ¢e na
polenostavno komutativno Banachovo algebro 2 gledamo kot na levi Bana-

chov 2;-modul.

Trditev 5.2.5. Naj bo 2 Banachova algebra z enoto in naj bo X Bana-
chov levi A-modul. Enakost My(X) = By(X) velja, ¢e je izpolnjen kateri od
naslednjih pogojev.

(i) Pri vsakem ¢ € () je mnoZica A,(X) bodisi prazna bodisi single-
ton.

(ii) Algebra A deluje na X topolosko cikliéno.

Doxkaz. Trditev o¢itno velja, ¢e je izpolnjen pogoj (i). Predpostavimo,
da velja (ii).

Naj bo e € X topolosko ciklicen vektor. Izberimo T' € Bg(X) in P €
Ay(X), ¢ € B(A). Naj bo € € f)Cé taksen, da je P = ker . Ker e ne more
biti v P, je ¢ := [(£, e)| pozitivno §tevilo. Za poljubna e > 0 in x € P obstaja
taksen a. € 2 da je ||x — ac - e]| < e. Torej je |p(as)| = c (&, 2 —a. - e)| <
ec™1€||. Zdaj lahko naredimo naslednjo oceno

(&, To)| < (€, T(x — ac - e))| + (&, T(ac - €))]|
< [IEMT Mz — ac - ell + [¢(ac)[[(§, Te)]

1
< el€lAITN + 1€ Tep).
Ker je bil € poljuben, je (¢,Tx) = 0, kar pomeni, da je TP C P. O

Iz definicije enostavnihih multiplikatorjev ter zveze med zaprtimi hiper-
maksimalnimi podmoduli in zveznimi toc¢kastimi multiplikatorji sledi, da za
vsak T € Mgy(X) pri vsakem £ € 'JCSJ,;, ¢ € X(2), obstaja taksno stevilo \¢ €
C, da je T"¢ = A¢€. Ce sta ) in £ poljubna nenicelna tockasta multiplikatorja
iz f)Cé, potem je

)‘a£+ﬁn(a§ + /877) =T"(af + ﬁ"?) = aXed + ﬁ)\nn

za vse a, 3 € C. Torej stevilo A¢ ni odvisno od § ampak od ¢. Imamo torej
taksno stevilo A,, da je T%§ = A& za vse £ € f)Cé. Prostor ¥(2() vseh
karakterjev na 2 izena¢imo s prostorom hiper-maksimalnih idealov, A(2).
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Na Ag(X) lahko s predpisom T(T) := Ay(p) definiramo kompleksno funkcijo
T. Ni tezko videti, da za poljuben nenicelni ¢ iz P in poljuben z € X,
za katerega je (¢€,z) # 0, velja T(P) = (£, z)~1(¢, Tx). Pripomnimo, da
je funkcija T konstantna na vsaki od mnozic Ay(X), ¢ € B(A), in da je
Lo(P) = p(a), P € A, (X), za vsak a iz centra algebre 2.

Pri vsakem = € X ozna¢imo z Z(P) element x4+ P v kvocientnem modulu

/P

Trditev 5.2.6. Naj bo 2 Banachova algebra z enoto in naj bo X Bana-
chov levi A-modul. Ce je T € My(X), potem za poljubna x € X in P € Ay(X)
velja

(Tay(P) = T(P)R(P).

DokAz. Naj bo ¢ € S() in P € A,(X). Izberimo £ € X ine € X
tako, da bo P = ker¢ in (£,e) = 1. Poljuben x € X lahko zapisemo kot

x = (£, x)e + xg, pri Cemer je xg € P. Ker je P invarianten za T velja
(6. Tz = T(P)z) = (€, (& 2)Te + Tz — T(P)(¢, x)e — T(P)ao)
= (&2)(&,Te) — (&, )T(P) = 0.
Od tod sledi (Tz)(P) = Tz + P = T(P)x + P = T(P)Z(P). O
Za vsak T € My(X) definirajmo
IT oo == sup{|T(P)]; P € Da(X)}.
Trditev 5.2.7. Naj bo 2l Banachova algebra z enoto, X Banachov levi
A-modul in naj bo T € My(X). Potem je
ITlloo < [T
DokAz. Naj bo P € Ag(X). Potem je 0 < Ko := sup{||Z(P)||; |lz|] =
1} < 1. Torej velja
IT@)Z(@)|| = (T2 (P)|| < K| Tz| < K3||T]||]
za vse z € X. Ce se omejimo le na take z € X, ki imajo normo 1, dobimo
()] < inf{ K| TZ(P)| 7" =] = 1}
= Ko|T|[(sup{|Z(P)[l; |zl = 1})~" = |T].
Se pravi, da je res ||Toe < ||T]|- O

Ce je T € By(X) bijektiven operator, potem je T~ v B(X). Se vec, T~!
je v By(X), saj velja
T YNa-z)—a- T le=T"YT(T a-2))—T(a-T 'z))
=T Ya-z)—T *a-z)=0,

zavsea €A inx e X.
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Trditev 5.2.8. Naj bo A Banachova algebra z enoto in naj bo X Bana-
chov levi A-modul. Ce je T € My(X) bijektiven, potem je tudi T—' € Mgy (X).
V tem primeru velja T-1(P) = T(P)™! za vse P € Ag(X).

DokAz. Naj bo T € Mgy(X) bijektiven. Vemo zZe, da je T—! v By(X).
Vzemimo poljuben P € Ag(X) in naj bo & € X* taksen, da je P = ker&.
Izberimo Se taksen e € X, da bo (£,e) = 1. Potem za vse y € P velja, da je
T~Yy = (&, T y)e+x0, kjer je zg € P. Od tod sledi y = (&, T~ 1y)Te+ Txo.
Ker sta y in Txg oba v P, vektor T'e pa ne more biti v P (¢e bi Te bil v P, bi
slika multiplikatorja T bila vsebovana v P), mora veljati (¢, T 'y) = 0, kar
je ekvivalentno T~ 1y € P. Iz &(P) = (T~ Te)(P) = C/Tl(fP)f(iP)é\(fP) sledi,
dajef:/l:fpl,saj je e(P) # 0. O

Ce je X levi Banachov 2-modul, potem lahko nanj na naraven nacin
vpeljemo strukturo levega Banachovega Mg (X)-modula: za poljubna T' €
My(X) in x € X je T - x := T'z. Se pravi, da je X* desni Banachov Mgy(X)-
modul. Ni tezko videti, da za T € Mgy(X) in £ € P+, P € Ay(X), velja
¢-T=T(P)E

Vsak podmodul P iz Ag(X) je po definiciji invarianten za vsak enostaven
multiplikator. Se pravi, da je vsak podmodul iz Ag(X) tudi v ZMQ[(X)(DC).
Naslednji zgled nam kaze, da je inkluzija Ag(X) C Ay, (x)(X) lahko prava.

Zgled 5.2.9. Naj bo X Banachov prostor dimenzije ve¢ kot 1 in naj
bo 2 = B(X). Z obi¢ajnim delovanjem algebre 2 na X postane slednji levi
Banachov 2-modul. Hitro vidimo, da so v Mg(X) skalarni veckratniki enote.
Torej so v Ay, (x)(X) vse zaprte hiperravnine (podprostori s kodimenzijo
1), medtem ko je Ag(X) prazna mnozica (saj v X ni hiperravnine, ki bi bila

invariantna za vse operatorje.

Ker bomo v nadaljevanju na Banachov levi 2-modul X gledali tudi kot
na levi Banachov Mg (X)-modul, se dogovorimo, da bomo ovoje podmnozic
v X in jedra podmnozic v ZMm(x)(X) oznacevali s H% in Ky, ko bo X
obravnavan kot Mg (X)-modul.

Trditev 5.2.10. Naj bo A Banachova algebra z enoto. Banachov lewvt
A-modul X obravnavajmo tudi kot levi Banachov Mgy(X)-modul. Potem je
Aq(X) C Apy(0)(X) in hull-kernel topologija na Ay(X) je relativna hull-
kernel topologija, ki jo ima Ay(X) kot podmnozica v Ay, (x)(X), tj. S =
H%(KX(S)) N Ag(X) za vsako hull-kernel zaprto podmnoZico S v Ag(X).

Ce je A komutativna, potem je Ag(X) = ZMQ[(X)(DC) in obe hull-kernel
topologiji sovpadata.

DokAz. Ocitno je S C H%(KX(S)) N Ag(X). Po drugi strani, ¢e je P €
H2 (K~x(S))NAyn(X), potem je (Kx(S) : X) C (P : X). Toda K(S) = kx(S)
in zato je P € h (kx(S)) = S.
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Naj bo 2 komutativna. Potem je vsak operator mmnozenja T, na X,
a € 2, enostaven multiplikator. Se pravi, ¢e je P v ZMQ[(;X)(DC), je tudi v
Ag(X). O

Posledica 5.2.11. Naj bo 2 Banachova algebra z enoto in naj bo X Ba-
nachov levi A-modul. Ce je X A-polenostaven, potem je My(X) polenostavna
komutativna Banachova algebra z enoto.

Doxkaz. Naj bosta S in T iz My(X). Izberimo poljuben vektor z iz X.
Ker je X A-polenostaven, veljajo pri vseh P € Ag(X) enakosti (STz)(P) =
S(P)T(P)Z(P) = (TSz)(P). To dokazuje komutativnost. Da je Mgy(X)
Banachova algebra z enoto, ze vemo.

Radikal ROLd]\Z/[Ql (%) (Mg(X)) je enak Gelfandovemu radikalu algebre Mg (X).
Namre¢, Mg(X) je komutativna in, po zgledu 5.1.5, so v Apyz, (o) (Ma(X))
natanko maksimalni ideali M, ¢ € 3 (Mg(X)). Obravnavajmo X kot Ba-
nachov levi Mgy (X)-modul in predpostavimo, da je T' € Radﬂzh(x) (Mgy(X)).
Potem je TX C P za vse P € Apg, 0)(X), ker je (§,Tx) = p(T)(, ) =
0 pri vsakem ¢ € X(Mgy(X)) in vsakem & € Ch4(X*). Uporabimo A-
polenostavnost modula X, pa vidimo, da je linearna mnozica T'X trivialna.

O

Ce gledamo na levi Banachov 2-modul X tudi kot na levi Banachov
Mg(X)-modul, potem imamo za T' € My(X) definirani dve funkciji: T :
Ag(X) — Cin T: ZMQ[(X) — C. Brez tezav lahko preverimo, da je T le
zozitev T, zato bomo odslej za obe funkciji uporabili isto oznako T.

Izena¢imo mnozico karakterjev na Mg(X), tj. X(Mg(X)), z mnozico
hiper-maksimalnih idealov v My(X), tj. z mnozico A(Mg(X)). Ce je T €
My(X), najbo T : S(Mgy(X)) — C Gelfandova transformiranka elementa T,
tj. funkcija, ki je definirana z T(p) := ¢(T), ¢ € S(My(X)). Oznacimo z vy
naravno preslikavo, ki slika iz Ay, () (X) v A(Mgy(X)). Potem je T = Touvy.
Se pravi, da je funkcija T hull-kernel zvezna natanko tedaj, ko je T zvezna
glede na relativno hull-kernel topologijo na vas (A, () (X)).

5.3. Spektralne lastnosti enostavnih multiplikatorjev

V tem razdelku bomo Studirali enostavne multiplikatorje s stalis¢a spek-
tralne teorije. Naslednja trditev nam zagotavlja, da imajo enostavni mul-
tiplikatorji na A-polenostavnih modulih SVEP. Dokaz je podoben dokazu
trditve 2.3 iz [21].

Trditev 5.3.1. Naj bo 2 Banachova algebra z enoto in naj bo X A-
polenostaven Banachov levi A-modul. Potem ima vsak enostaven multipli-
kator na X SVEP.
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DokAz. Najbo T € My(X). Ce je f taksna analiticna funkcija na odprti
mnozici U C C in z vrednostmi v X, da je (A —T)f(A) = 0 za vse A € U,
potem velja

(5.3.1) A=T(P)FA(P)=0 zavse e U in vse P € Ag(X).

Fiksirajmo poljuben Py € Ag(X). 1z (5.3.1) sledi, da je f(A)(Pg) = 0 za vse
X € U\{T(Po)}. Ker paje f(A)(Po) zvezna glede na \, imamo f(AY(Py) = 0
na celi mnozici U, oziroma ekvivalentno: f(\) € Py za vse A € U. Podmodul
Po je bil poljuben iz Agy(X), zato je f(A) v Radg(fX) pri vseh A € U. Od tod
sledi f(\) =0 za vse A € U, saj je X A-polenostaven. O

V dokazu naslednjega izreka, ki razsirja del trditve 3 iz [55] in del
trditve 1 iz [30] na module, bomo potebovali naravno preslikavo, ki slika
iz Apgy (2)(X) v A(Mg(X)). Tako kot na koncu razdelka 5.2 jo bomo oznaéili

Z VM-

Izrek 5.3.2. Naj bo 2 Banachova algebra z enoto in naj bo X levi Bana-
chov A-modul. Ce ima T € My(X) lastnost (§) ali sibko 2 — SDP, potem je
T : S(My(X)) = C zvezna funkcija na v (Apgy () (X)) glede na relativno
hull-kernel topologijo.

DOKAZ. Vzemimo, da T ni zvezna na vy, (ZMm(x)(f)C)) glede na relativno
hull-kernel topologijo. Potem tudi 7' ni zvezna na Ay (0 (X). Se pravi, da
obstaja taksna zaprta podmnozica F'v C, da J := {P € A, (x)(X); T(P) e
F} ni hull-kernel zaprta v Apz, (x)(X). Izberimo Py € Hy(Kx(F)) \ F in
oznacimo Ao = T(Py) ¢ F. Naj bosta V4 in Va taksni odprti okolici Ao,
oziroma mnozice F, da velja V1 NVy = ). Oznacimo Uy = (V)¢ k = 1,2.
Potem je {U;,Us} odprto pokritje ravnine C.

Obravnavajmo najprej primer, ko ima 7" lastnost (§). Dani z € X lahko
zapiSemo kot & = uj + ug, pri éemer je up = (T — \) fr(A\) za vse A € C\ Uy,
in neko analiti¢no funkcijo fx : C\ U — X, k = 1,2. Tocka A\ je v C\ U1,
zato je up = (T — No) f1(Mo). Naj bo po = v (Po) € X(My(X)) in vzemimo
poljuben tockasti multiplikator & iz ’.POL. Potem velja

(& ur) = (&, (T — o) f1(M0)) = wo(T — Ao)(&, f1(Ao)) =0,

kar pomeni, da je u; € Py.

Naj bo zdaj P poljubna totka iz F. Ker je p := T(P) € F, imamo
uy = (T — p)fo(p). Element T' — p je v kpgy 0y ({vam(P)}), zato je uz €
Enry (0 ({var(P)}) - X. Velja torej

ug € () (kg (0 {rar(P)}) - ) =([) sy 0y {var(P)})) - X

PeTF PeF
= kg (0) (v (9)) - X.
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Ker je P v Hx(Kx(F)), po trditvi 4.6.1 (iii) pa je kagy () (var (F)) = (Kx(F) :
X), mora biti ug € kp, () (¥ (F)) - X C Po. Se pravi, da je x = u1 +uz € Py
za vse x € X, kar je pa seveda protislovije.

Predpostavimo zdaj, da ima T sibko 2—.S5D P. Potem obstajata taksna 7-
invariantna podprostora Y in Z, da je o(T|y) C Uy, 0(T|g) C Uz in Y + 2 =
X. Poljuben y € Y lahko zapisemo kot y = (T'|y — Ao)u = (T" — Ao)u za nek
u €Y, ker A\g ni v Uy. Ce je & v P, potem velja (€, uz) = (€, (T — A\o)u) = 0.
To pomeni, da je y € Py. Za nek poljuben P € F naj bo p := T(ﬂ’) e F.
Ker p ¢ Us, je vsak z € Z oblike z = (T|z — p)v = (T — p)v za nek
v € Z. Torej je z € kygy (x)({vam(P)}) - X. Od tod tako kot prej sledi, da je
z € k(v (F)) - X C Py. Prisli smo do protislovja, da je Y + Z C Py. O

Naj bo 24 Banachova algebra in X Banachov levi 2-modul. Za vsak
P € Ag(X) je kvocient X/P enodimenzionalen Banachov levi 2-modul.
Oznacimo z X podmnozico vseh tistih 2 = (29 + P)pex, () v kartezi-
jskem produktu HiPeZgl(DC) X/P, za katere velja ||z|| = sup{|lxzp + P|; P €
Ag(X)} < oo, pri ¢emer so norme v supremumu obi¢ajne kvocientne norme.
Ni tezko videti, da je X Banachov prostor, oziroma celo Banachov levi -
modul za mnozenje dano z a -z = (a - zp + T)TEZQ((DCV aceA xeX.

Pri vsakem z € X in vsakem P € Ag(X) ozna¢imo z Z(P) odsek z + P v
X/P. Se pravi, da lahko na ¥ gledamo kot na element v X. Jasno je, da je
|Z]] < ||z|| za vse x € X in da je preslikava I" : z +— Z injektivna natanko
tedaj, ko je X A-polenostaven.

Definicija 5.3.3. Naj bo A Banachova algebra z enoto in X Banachov
levi A-modul. Enostaven multiplikator T na X ima naraven spekter, ce je
o(T) = T(Ax(X)).

Naslednji izrek razsirja na module preostanek trditev 3 iz [55] in 1 iz
30].

Izrek 5.3.4. Naj bo 2 Banachova algebra z enoto in X A-polenostaven
Banachov levi A-modul. Ce ima T € My(X) lastnost (§) ali sibko 2 — SDP,
potem ima naraven spekter.

Dokaz. Ni tezko videti, da je S : (2 + P)pea, (0 (T(P)zp +
T)Tezm(x) omejen linearen operator na X in da velja I'T" = ST. Ker je X
A-polenostaven, ima T po trditvi 5.3.1 SVEP. Zaradi A-polenostavnosti je
I injektivna. Ce ima T lastnost (&), lahko uporabimo lemo 1 iz [55], ki
trdi, da je o(T) C o(S). Po lemi 1 iz [26] velja enak zakljucek, ¢e ima T
sibko 2-SDP. Po drugi strani pa je skoraj ocitno, da je o(S) C T(Ag(X)) C
o(T). Namreé, ¢e A ni v T(Ag(X)), potem je Sy : (z9p + P)pemgx)
(T(P) — N lap + T)CPEZQ(DC) omejen linearen operator na X, za katerega
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velja Sy(S—\) = (S—A)S) = I. To dokazuje prvo inkluzijo. Druga inkluzija
sledi iz dejstva, da (T —A)~! ne more obstajati, ¢e je A v T(Ag(X)) (trditev
5.2.8). 0

Naslednji izrek je razsiritev dobro znanega rezultata M. M. Neumanna
([59], [60]).

Izrek 5.3.5. Naj bo A Banachova algebra z enoto in naj bo X A-poleno-
staven levi Banachov A-modul. Ce je T tak enostaven multiplikator na X, da

je T: Y(My(X)) — C hull-kernel zvezna, potem je T' super-dekomponibilen.

DokAz. Ker je X A-polenostaven Banachov levi 2-modul, je — po
posledici 5.2.11 — My(X) polenostavna komutativna Banachova algebra z
enoto. Se pravi, da je po izreku 1.2 iz [60] operator mnozenja Lz : Mg(X) —
My(X) super-dekomponibilen. Ker pa je Mg(X) zaprta podalgebra v B(X),
lahko uporabimo izrek 3.2 iz [54], ki pravi, da je potem tudi 7" super-
dekomponibilen. O

Naslednja posledica le zdruzuje izreka 5.3.2 in 5.3.5. Pripomnimo, da
je naravna preslikava vas : Apg, (0 (X) — A(Mg(X)) surjektivna, ce je X
A-polenostaven. Namre¢, po posledici 5.2.11 je algebra Mgy(X) polenos-
tavna. Ker je ann yg, (x)(X) = {0}, pa po trditvi 5.1.6 (iii) velja, da je vg
surjektivna.

Posledica 5.3.6. Naj bo 2 Banachova algebra z enoto in naj bo X A-
polenostaven Banachov levi A-modul. ZaT € My(X) so ekvivalentne nasled-
nje trditve:

(a) T je super-dekomponibilen;

(b) T ima lastnost (9);

(¢) T ima $ibko 2 — SDP;

(d) T : S(My(X)) — C je hull-kernel zvezna.



Banachovi moduli z lo¢ljivim spektrom

Iz rezultatov drugega poglavja izhaja, da so med vsemi komutativni-
mi Banachovimi algebrami z enoto natanko algebre z locljivim spektrom
tiste, za katere velja, da vsak njihov element na vsakem levem Banachovem
modulu inducira dekomponibilen operator mnozenja. V tem poglavju bomo
vpraSanje obrnili. Naj bo dana komutativna Banachova algebra z enoto.
Kaksen mora biti levi Banachov modul nad to algebro, da bodo vsi elementi
iz algebre inducirali dekomponibilne operatorje mnozenja na tem modulu?

6.1. Algebre z delno loé¢ljivim spektrom

Naj bo 2l komutativna Banachova algebra z enoto. Pri vsaki podmnozici
S C X(20) smo z Ag oznadili pripadajoci kospektralni ideal, tj. zaprtje ideala

91(5) = {a e Spm(d) ns= (b}

Definicija 6.1.1. Neprazna podmnozica S C X(2() je locljiv del spektra,
ce je A/UAg algebra z locljivim spektrom.

Jasno, ¢e je A algebra z lo¢ljivim spektrom, potem je ves () locljiv
del spektra, saj je sy = {0} in zato A/Asq) = 2.

Ocitno ovoj ideala g vsebuje vse tocke iz S, Se ve¢, ker je ovoj vedno
hull-kernel zaprta mnozica, je hull-kernel zaprtje mnozice S vsebovano v

ovoju hey(As).

Trditev 6.1.2. Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto in
S C X(A) locljiv del spektra. Potem relativna Gelfandova in relativna hull-
kernel topologija na S sovpadata. Se veé, topologiji se ujemata na ovoju

ha(s).

DoxkAz. Spekter (A /2g) in ovoj hg(™As) sta homeomorfna, ko ima prvi
prostor hull-kernel topologijo, drugi pa relativno hull-kernel topologijo (gle-
jte [61], izrek 7.1.7), in ko ima prvi Gelfandovo topologijo, drugi pa relativno
Gelfandovo topologijo (glejte [50], izrek 7.3.1). Ce je S locljivi del spektra,
je algebra A/2Ag regularna (saj ima celo lo¢ljiv spekter), kar pomeni, da
Gelfandova in hull-kernel topologija na njenem spektru sovpadata. Od tod

94
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pa sledi, da se tudi relativna Gelfandova in relativna hull-kernel topologija

na hy(2g) ujemata. O

Naslednja trditev je lokalna verzija razclenitve enote (glejte izrek 2.2.11).
Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto in S C ¥(2) locljiv del
spektra. Oznac¢imo z B kvocientno algebro /2.

Trditev 6.1.3. Za vsako odprto pokritjeld = {Uy, ... ,Upn} spektra X(2A)
obstajajo taksni ay, ... ,am 1z2A inb e Ug, daveljaar+...+am =1+b in
Spa(ar +As) C Ux Nhy(™As) pri vseh k=1,... ,m.

Dokaz. Ker se ralativna Gelfandova in relativna hull-kernel topologija
na hg(As) (= X(B) ) ujemata, je vseeno, v kateri topologiji je U odprto
pokritje X (). Pri vsakem indeksu k = 1,... ,m naj bo Vi := U, N X(B).
Ocitno je V = {Vi,...,V;,} odprto pokritje spektra X(B). Ker je B alge-
bra z locljivim spektrom, lahko uporabimo izrek o razclenitvi enote (izrek
2.2.11). Se pravi, da obstajajo v B taksni elementi a1 + g, ... ,am + As,

da je

a1+ As+...+a, +Us =1+ Ag
in pri vsakem k£ = 1,... ,m velja Spyg(ar + 2As) C V. Povedano drugace:
obstaja taksen b € Ag, da je a1 + ...+ apy = 1+ b in Spy(ax + Ag) C
UNE(B), k=1,...,m. O

Posledica 6.1.4. Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto in
0 £S5 C X locljiv del spektra. Za poljubni disjunktni zaprti podmmnoZici
F1 in Fy v 3() obstaja taksen a € 2, da je a(t) =1 za vse T € F1Nhgy(As)
in Sp(a+Ag) N Fy = ().

DokaAz. Ker je 3(2) kompakten Hausdorffov prostor, podmnozici F in
F5 pa sta disjunktni in zaprti, obstajata taksni disjunktni odprti podmnozici
Uy in Uy v S(), daje Fy C Uy in Fy C Us. Naj bo Us := () \ (F} U F).
Druzina {Uy,Us,Us} je odprto pokritje (1), zato obstajajo po prejsnji
trditvi taksni ai,a2 in ag v A ter b € Ag, da je a; +az +az3 = 1+ b in
Spw(ar+As) C U NXE(B), k =1,2,3. Naj bo a := a;. Zaradi disjunktnosti
mnozic U; in Uy velja Spg(a + As) N Fy = . Ce je 7 € Fy N hy(As), je
7(b) = 0, prav tako pa je tudi 7(ax) = 0, k = 2,3, saj 7 ni v nobenem od
spektrov Spg(ax + Ag), k = 2,3. Se pravi, da iz a1 + a2 + ag = 1 + b sledi
7(a) = 1. O

Naslednja posledica nam kaze, da je locljive dele spektra mogoce defini-
rati na podoben nacin kot algebre z lo¢ljivim spektrom.

Posledica 6.1.5. Naj bo A komutativna Banachova algebra z enoto. Ne-
prazna podmnozica S C X(2A) je locljiv del spektra natanko takrat, ko za
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poljubna razlicna funkcionala p1 in o iz hy(2Ag) obstajata taksna ay in ag
v, da je ajaz € Ag in pr(ar) #0, k=1,2.

Dokaz. Naj bo S C X(2) lo¢ljiv del spektra. Oznacimo B = A/Usg.
Potem je X(B) = hyg(As). Naj bosta @1 in @9 razlicna funkcionala iz
ha(2s). Ker je £(2() Hausdorffov topoloski prostor, obstajata taksni dis-
junktni odprti podmnozici (v Gelfandovi topologiji) Uy in Uz v %(2), da
je or € Uk, k = 1,2. Naj bo Us := () \ {p1, p2}. Jasno, {Uy,Us, Us} je
odprto pokritje X(2A). Po trditvi 6.1.3 obstajajo taksni a1, as in ag v 2 ter
taksen b v 2Ag, da je
(6.1.1)

a1 +ag+a3=1+b in Spy(ar+As) CUL,NE(B), k=1,2,3.

Zaradi
Sps(araz +As) € Sps(ar +As) N Sps(az +As) CUL1NU2 NE(B) =0,

je ajag € Ag. Ker 1 ni v Spy(ar+As), k = 2,3, iz (6.1.1) sledi p1(a1) = 1.
Podobno vidimo, da je pa(az) = 1.

Dokazimo Se obrat. Veljajo naj iste oznake kot v prvem delu dokaza. Iz
pogojev sledi, da za razlicna funkcionala ¢ in @9 iz X(B) obstajata taksna
a1 +As in ag +Ag v B, da je (a1 +Ag)(ag +As) = As in pr(ar +As) # 0,
k =1,2. To pa pomeni, da je B algebra z loc¢ljivim spektrom. O

6.2. Arvesonov spekter upodobitve modula

Kako sta definirana Arvesonov spekter in njegova lokalna verzija dane
upodobitve komutativne Banachove algebre, smo videli v razdelku 2.1. Zdaj
bomo pojem Arvesonovega spektra razsirili na upodobitve modulov nad ko-
mutativnimi algebrami.

Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto in X levi Banachov
2A-modul. Par (0, 0) naj bo normirana upodobitev modula X na paru Bana-
chovih prostorov (Y, 2). Najprej definirajmo anihilator v X dane neprazne
podmnozice N C Y :

anneo(N):={z € X; O(z)y=0zavsey € N'}.
V posebnem primeru je torej ann g(Y) = ker ©.

Trditev 6.2.1. Anihilator v X neprazne podmnozice N C Y je podmodul
v X in je enak anihilatorju v X najmanjsega zaprtega linearnega podprostora
v'Y, ki vsebuje N. Ce je upodobitev © krepko zvezna, je anng(N) zaprt
podmodul v X.

DokAz. Da je mnozica ann g(N) linearna, ni tezko videti. Ce je z €
ann g(N'), element a pa je poljuben iz 2, potem pri vsakem y € N velja
O(a-z)y = 0(a)O(x)y = 0, kar pomeni, da je a -z € anng(N).
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Naj bo lin (N) linearna lupina mnozice N in lin (N) njeno zaprtje.
Potem zaradi N C lin (N') C lin (N') o¢itno velja

anne(N) 2 anng(lin (N)) 2 anno(lin (N)).
Toda po drugi strani je jasno, da velja
G(x)(alyl +.o anyn) = ale(x)yl +...+ an@(x)yn =0

za vsak x € ann g(N) in poljubna nabora «aq,...,a, € C ter y1,... ,y, €
N. Ker je ©(x) zvezna preslikava iz Y v Z, velja tudi ©(x)y = 0 za vse
y € lin(N).

Ce je upodobitev © krepko zvezna, je po trditvi 4.3.5 zvezna. Naj bo
{2, }5°, poljubno zaporedje iz ann o (N), ki konvergira k z € X. Potem pri
poljubnem y € N velja

1©(@)yll = 8(z — za)yl| < (1Ol = znllllyll — 0.
O

Do konca razdelka bomo privzeli, da je (©,0) zvezna upodobitev levega
Banachovega 2-modula X na paru Banachovih prostorov (Y,Z) (spomnimo
se na predpostavko, da je 6 zvezna z ||0|| = 1).

Arvesonov spekter upodobitve © : X — B(Y,2) je

Sp(0) := h(ker ©) = {P € Ay(X); (ker©®:X) C (P:X)}.

Ze prej smo ugotovili, da je jedro upodobitve © enako anihilatorju v X
prostora Y. Se pravi, da je Sp (©) = h§(ann o(Y)). V zadnji enakosti lahko
prostor Y zamenjamo z manjso mnozico N C Y in dobimo lokalen Arvesonov

spekter upodobitve © na mnozici N :

Spo(N) := hi(ann e(N)) = {P € Ba(X); (anne(N):X) C (P: X)}.
V posebnem primeru, ko je N singleton {y}, je

Spe(y) := h3(ann o(y)) = {P € Ba(X); (anne(y) : X) C (P: X)}
lokalni Arvesonov spekter upodobitve © pri y € Y.

Trditev 6.2.2. Lokalni Arvesonovi spektri upodobitve © imajo naslednje
lastnosti.

(i) Za poljubno neprazno podmnozico N C'Y je Spe(N) hull-kernel za-
prta podmnozica v Ay (X).

(ii) Ce je N' C Y neprazna podmnoZica vsebovana v Nyexker ©(z), potem
je Spe(N) prazna mnoZica. Obratno, ée je X taksen modul, da je naravna
preslikava vy : Ag(X) — Z(A) surjektivna, potem iz Spe(N) = 0 sledi
N C Nyexker O(x).
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(iii) Za vsako neprazno podmnozico N C Y je Spe(N) = Spe(lin (N)).
(iv) Ce je N1 C Ny CY, je Spe(N1) € Spe(Na).

(v) Za poljuben koncéen nabor vektorjev yi, ... ,yn iz Y velja

Spe(yi + ...+ yn) € Spe(y1) U...U Spe(yn).

Doxkaz. Tocka (i) sledi neposredno iz definicije.

(ii) Ce je N neprazna podmnozica v Nyexker ©(x), potem je oéitno
anno(N) = X in torej (anno(N) : X) = A. Od tod seveda sledi Spe(N) =
(). Dokazimo $e obrat. Naj bo vg surjektivna in naj bo N taksna neprazna
podmnozica v Y, za katero velja Spg(N) = . To pomeni, da kvocient
(ann g(N) : X) ni vsebovan v nobenem idealu (P : X), P € Ag(X), oziroma,
povedano drugace, hy((anne(N) : X)) N vg(Agy(X)) = 0. Ker je vy sur-
jektivna, mora veljati hy((anng(N) : X)) = 0, od koder sledi (anng(N) :
X) = A. Zaradi - X = X, je cel modul X vsebovan v anng(N), oziroma
N C Ngexker O(z).

Tocka (iii) sledi iz trditve 6.2.1, tocka (iv) pa iz dejstva, da je anihila-
tor manj$e mnozice vecji od anihilatorja ve¢je mnozice. Tocko (v) dobimo,
¢e upostevamo, da je anng(y1) N...Nanng(yn) C anne(yr + ... + yn),
uporabimo izrek 4.5.3 (viii) ter tocko (iv) te trditve. O

Naj bo (©,0) zvezna upodobitev levega Banachovega 2-modula na paru
Banachovih prostorov (Y,2). Na Z lahko preko upodobitve 6 gledamo kot
na levi Banachov 2-modul. Predpostavimo, da je tudi Y levi Banachov
2A-modul. Rekli bomo, da je upodobitev © levo A-modularna, oz. krajse
modularna, ¢e je O(x) € By(Y,2) za vse x € X.

Naj bo © : X — By(Y,2) modularna upodobitev modula X in U :=
Nzexcker ©(x) njeno skupno jedro. Jasno, U je zaprt podmodul v Y in W :=
Y/U je levi Banachov A-modul. S predpisom O(z)(y + U) := O(z)y je pri
vsakem x € X dobro definirana zvezna preslikava iz W v Z. Brez tezav lahko
preverimo, da je © normirana krepko zvezna modularna upodobitev modula

X na paru (W, Z). Jasno, skupno jedro upodobitve 5 je trivialno.

Trditev 6.2.3. Za vsak y € Y velja.

(1) anne(y) = anng(y) in Spe(y) = Sp&(y)-

(i) Ce je skupno jedro upodobitve © trivialno, je (anne(y) : X) =
anna(y).

(iii) Ce je skupno jedro upodobitve © trivialno, je Spe(y) = vy (Spa(y))-

(iv) Spe(y) = vy (Spaly +U)).

DokAz. (i) Enakost anneg(y) = ann g(y) ocitno velja, zato velja tudi
Spe(y) = Spg(y)-

(ii) Po definiciji je element a € A v (anneg(y) : X) natanko tedaj, ko
velja a-X C ann o(y). Zadnja inkluzija je ekvivalentna pogoju ©(a-z)y =0
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pri vseh z € X, ta pogoj pa lahko zapisemo kot O(x)(a-y) = 0 za vse x € X,
saj je © modularna upodobitev. Toda, ker je skupno jedro upodobitve ©
trivialno, je zadnji pogoj isto kot a - y = 0, oziroma a € anng(y).

(iii) Po prejsnji tocki je (anng(y) : X) = anng(y). Vzemimo, da je P €
Spe(y). Oznacimo ¢ = vy(P). Ce je a € anny(y) = (anneo(y) : X), je torej
a € (P:X) = ker ¢. To pomeni, da je ¢ € Spa(y) in zato P € vy (Spa(y)).
Se obrat. Naj bo P € vy (Spe(y)) in ¢ € Spa(y) taksen, da je vy(P) = ¢.
1z anng(y) C ker ¢ sledi (anng(y) : X) C (P : X), oziroma P € Spe(y).

(iv) Velja

Spe(y) = Spg(y) = vy (Spaly + W),
prvi enacaj zaradi tocke (i), drugi enacaj pa zaradi tocke (iii) te trditve. [

Trditev 6.2.4. Naj bo © modularna upodobitev levega Banachovega 2A-
modula X na paru levih Banachovih A-modulov (Y, Z) in naj bo njeno skupno
jedro trivialno. Oznaéimo z vy naravno preslikavo iz Ag(X) v X(2A). Potem
za vsak a € A in vsak y € Y velja

h3 (kx(vy' (@(@)) N Spe(y))) C Spe(a-y) C vy (Spa(a)) N Spe(y)-

(

Doxkaz. Ker ima © trivialno skupno jedro, je anng(y) = (anne(y) :
X) in anny(a - y) = (anne(a-y) : X). Naj bo P € vy (w(a)) N Spe(y).
Oznacimo ¢ = vy(P). Ce je b € (anne(a-y) : X) = anny(a - y), potem iz
0=">b-(a-y) =ab-ysledi ab € anny(y) = (anne(y) : X). Ker je P € Spe(y),
je torej ab € (P : X) = ker ¢. Zaradi ¢ € w(a), mora veljati ¢(b) = 0. Tako
smo dokazali, da je (anng(a-y) : X) C (P : X), oziroma P € Spe(a - y).
Dokazali smo inkluzijo vy ' (w(a)) N Spe(y) € Spe(a-y). Ker pa je Spe(a-y)
hull-kernel zaprta, velja tudi inkluzija iz trditve.

Iz ann g (y) C anne(a-y) sledi (anng(y) : X) C (anne(a-y) : X). Torej
je vsak P iz Spe(a-y) tudi v Spe(y). Pokazimo, da je P € Spg(a-y) tudi v
l/il(Spg((a)). Upostevajmo, da je skupno jedro upodobitve © trivialno, pa

imamo
anng(a) C anng(a-y) = (anng(a-y) : X) C (P: X).
Od tod seveda sledi P € vy (Spy(a)). O

Na koncu tega razdelka poglejmo Se poseben primer, s katerim bomo
imeli opraviti v zadnjem razdelku. Gre za upodobitvi modulov X in X*. Ker
je algebra 2 komutativna, lahko na dualni modul X* gledamo kot na levi
Banachov 2-modul.

Naj bo

P*: X — B(X*,A%)
preslikava, ki vektorju x € X priredi P*(z) — preslikavo iz X* v 2*, za katero
pri vseh £ € X* in vseh a € A velja (P*(x){,a) = (£, a-x). Upodobitev P* je
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oCitno normirana in krepko zvezna (norma preslikave = — P*(x){ je manjsa
ali enaka ||£||). Prav tako ni tezko preveriti, da je upodobitev P* modularna.
Ce je € € X* v skupnem jedru upodobitve P*, potem pri vseh z € X velja
0 = (P*(x)¢,1) = (£, x), od koder sledi & = 0. Se pravi, da upodobitev P*
zadoS¢a vsem pogojem, ki smo jih imeli v tem razdelku, kar pomeni, da vse
trditve iz tega razdelka zanjo veljajo.

Poglejmo se podobno definirano upodobitev dualnega modula X*. To
upodobitev bomo oznagcili z P%. Pri danem £ € X* je P%(€) zvezna preslikava
iz X** v A*, za katero pri vseh F' € X** in vseh a € A velja (PX(§)F,a) =
(F,a-&). Jasno, za P} velja vse tisto, kar velja za P*. Nas bodo zanimali
predvsem lokalni Arvesonovi spektri upodobitve P} pri elementih iz X, pri

cemer je X na kanonicen nacin vlozen v X**. Za vsak x € X velja

(Pi&)z;a) = (z,a- &) = (§,a-x) = (P ()¢, q)

pri vseh a € A in vseh £ € X*. Se pravi, da je Pi(&)x = P*(x){ pri vseh
x € X in vseh £ € X*. Od sledi, da je annp:(x) = ker P*(x) in torej
Sp p: (x) = hi. (ker P*(z)).

6.3. Banachovi moduli z loc¢ljivim spektrom

V tem razdelku bomo ves ¢as imeli opravka s komutativno Banachovo al-
gebro 2, ki bo imela enoto. Zanima nas, za katere leve Banachove 2-module
X velja, da je vsak operator mnozenja T, : X — X, a € 2, dekomponibilen,
oziroma, povedano na drug nacin, za katere module je Decy(X) = 2. Dva
delna odgovora sta na dlani. Prvic, ¢e je prostor X kon¢ne dimenzije. Drugic,
¢e A deluje na X zelo enostavno: v Xo(2() obstaja taksen ¢, daje a-x = ¢(a)x
za vse a € A in vse z € X. Prav tako je jasno, da je Decy(X) = A, ce je
2 algebra z lo¢ljivim spektrom (glejte izrek 2.4.2), vendar v tem razdelku
ne zelimo postavljati pogojev na algebro — 2 naj bo splosna komutativna
Banachova algebra z enoto.

Naj bo X levi Banachov 2-modul. Ker je 2-komutativna, lahko tudi na
dualni modul X* gledamo kot na levi 2-modul. Tako kot na koncu razdelka
6.2 naj bo tudi tu Pf : X* — By (X**,2A*) upodobitev modula X*, ki je
dana z

(Py(§)F,a) =(F,a-& ((€X*, FeX™, ac).
Z v} ozna¢imo naravno preslikavo iz Ag(X*) v I(A).

Spomnimo se (razdelek 2.3), da je pri vsaki podmnozici S C X(2A)

kospektralni ideal g definiran kot zaprtje mnozice

91(5) = {CL eA; Spy(a)nNsS = @}

Trditev 6.3.1. Naj bo A komutativna Banachova algebra z enoto in X
Banachov levi A-modul. Naj bo E := vj(Ag(X*)). Potem je Ag C annyg(X).
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DOKAZ. Za vsak a € gy po definiciji velja Spy(a) N E = (). Torej je
mnozica (1) ! (Spa(a)) prazna. Uporabimo trditvi 6.2.4 in 6.2.2 (ii), pa
imamo a € anng(X). Ker je anihilator zaprt ideal, je A C anng(X). O

Neposredna posledica pravkar dokazane trditve je naslednji izrek.

Izrek 6.3.2. Naj bo A komutativna Banachova algebra z enoto in X
levi Banachov A-modul. Ce je mnozica vy(Ay(X*)) locljiv del spektra,
potem je za vsak a € A operator mnoZenja, ki ga na X inducira a, super-
dekomponibilen.

DokAz. Oznacimo E = v§(Ag(X*)). Po predpostavki je E locljiv del
spektra, zato je A /Ap algebra z locljivim spektrom. Ker je Ap C anng(X),
je X na naraven nacin levi Banachov 20/2g-modul: produkt poljubnega
a+Ar € A/Ap z x € X je definiran z (a + Ag) - z := a - z. O¢itno je
pri vsakem a € 2l operator mnozenja z a na X enak operatorju mnozenja z
a+Ap na X. Algebra /2 ima loc¢ljiv spekter, zato so mnozenja z njenimi
elementi superdekomponibilni operatorji na X, glejte izrek 2.4.2. O

Izrek 6.3.2 velja za module, katerih dual zados¢a pogoju, da je naravna
slika njegovega hiperspektra locljiv del spektra. TakSnim modulom bomo
dali posebno ime.

Definicija 6.3.3. Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto. Ba-
nachov levi A-modul X je modul z locljivim spektrom, ce je naravna slika
njegovega hiperspektra locljiv del spektra ().

Definicija modula z lo¢ljivim spektrom ni modulska varianta definicije
algebre z locljivim spektrom, vendar obstaja med njima doloCena analogija.

Trditev 6.3.4. Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto in X
levi Banachov A-modul z locljivim spektrom. Ce sta Py in Py taksna hiper-
maksimalna podmodula v X, da je vy(P1) # va(P2), potem obstajata taksna
acUAinzeX, dojea-v=0,a¢ (Pr:X)inz¢P.

DokAz. Ker sta ¢ := vy(P1) in ¢g := vy(P2) razlicna karakterja iz
E = vy(Ag(X)) C hg(UE), obstajata po posledici 6.1.5 v 2 taksna a; in
az, da je ajas € Ag ter gi(ag) # 0, k = 1,2. Se pravi, da ag ¢ (P : X),
k = 1,2. Zaradi as ¢ (P2 : X) obstaja v X taksen y, da ay -y ¢ Po.
Ozna¢imo ¢ = a1 in x = ay -y, pa smo iskana elementa nasli, saj zaradi

aray € A C annyg(X) velja a - x = 0. O

V izreku 6.3.2 smo ugotovili, da vsak element iz komutativne Bana-
chove algebre z enoto 2 inducira na levem Banachovem 2f-modulu X super-
dekomponibilen operator mnozenja, ¢e ima dualni modul X* lo¢ljiv spekter.
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Iz dokaza tega izreka sledi, da je pri vsakem a € 2 spektralna kapaciteta

pripadajo¢ega operatorja mnozenja T, dana z

E(F) = X((a 1 Ap) (F)), FedlC),

pri cemer je :X:((CL:EE) (F)) spektralni podmodul v X, ki pripada mnozici
— 1

(a+Ag) (F) C X(A/2Ag). V nadaljevanju bomo spektralno kapaciteto E,
izrazili Se nekoliko drugace.

Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto in X levi Banachov
2-modul. Pri poljubni podmnozici S C (1) definirajmo

X (S) = {z € X; Spp:(z) C (va) ' (5)}.

Iz trditev 6.2.2 in 6.2.4 sledi, da je XP*(S) podmodul v X, rekli mu bomo
Px-spektralni podmodul pri S. Oéitno velja X+ () = X (S N g (Ag(X¥))).

Trditev 6.3.5. Naj bo A komutativna Banachova algebra z enoto in X
taksen levi Banachov A-modul, da ima njegov dualni modul X* locljiv spek-
ter. Oznacimo E := vj(Ay(X*)) in B := A/Ap. Potem za vsako mnoZico
S C 2(A) velja XB(SNL(B)) = X+(9).

V trditvi smo z XP(S N X(B)) oznacili spektralni podmodul pri S N
X(B) C X(B) v B-modulu X, tj.
XB(SNE(B)) = {z €X; Spu(zr) CSNN(B)}.

DokAz. Ce je z € X, je element a € 2 v anng(x) natanko tedaj, ko je
a+2Agr € anng(x). Se pravi, da je

Spw(z) = {p € X(B); v(a) =0 za vse a € anny(z)} = Spy(z) N L(B).
Naj bo S C ¥(2) poljubna mnozica. Potem je
XB(SNE(B)) = {r € X; Spxs(z) CSNE(B)}
={z e X; Spu(z)NE(B) C SNE(B)}.
Ker je (v3) ™ (Spa(z) N 3(B)) = (vg) ™' (Spa(x)) in (vg) (S N 1(B)) =
(v2) (), je
XP(SNE(B)) = {z € X; (1)~ (Spa(x)) C ()~ (9)}
={z € X; Spp:(z) € (1)~ ()},
pri ¢emer zadnja enakost velja zaradi trditve 6.2.3 (iii). O
Posledica 6.3.6. Naj bo A komutativna Banachova algebra z enoto in

X taksen levi Banachov A-modul, da ima njegov dualni modul X* loéljiv
spekter. Ce je S C X(A) zaprta mnoZica, je XT+(S) zaprt podmodul v X.



6.3. BANACHOVI MODULI Z LOCLJIVIM SPEKTROM 103

Dokaz. Uporabimo oznake iz prejsnje trditve. Ker je B algebra z
lo¢ljivim spektrom, S N X(B) pa zaprta mnozica, je spektralni podmodul
XB(S N (WB)) zaprt po trditvi 2.3.1. O

Zdaj lahko tudi povemo, kako se izrazajo spektralne kapacitete opera-
torjev mnozenja.

Posledica 6.3.7. Naj bo 2 komutativna Banachova algebra z enoto in
X taksen levi Banachov 2A-modul, da ima njegov dualni modul X* loéljiv
spekter. Potem wvsak element a € A inducira na X superdekomponibilen
operator Ty, katerega spektralna kapaciteta je dana z Eo(F) = XP*(a~(F)),
F e (C).

— -1

Doxkaz. Da je T, superdekomponibilen, ze vemo. Ker je (a + g) (F) =
a 1 (F)NX(B), pri vsaki mnozici F € cl (C), velja

E(F)X3((a+ 2p)  (F) = X3(@ 1(F) 1 5(B)) = X7 @ 1(F)).
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Seznam oznak in stvarno kazalo

Seznam oznak

Stevilo ob oznaki oznacuje stran, kjer je oznaka vpeljana.

a, 2

Aq, 17
A(D), 39
annsy, 16
ann e, 96
Aop, 15
B(X), 2
B(X,Y), 9

Ba(X), 21
Bu(X,Y), 21

B(x)%7 21
B(X,Y)s, 21

By (X)m, 21
Bm(xyy)%v 21

e(x@), 2
Co(2(R1)), 2

C,, 20

Ch«(X), 80
Ch(X), 80
Ch(X*), 80

Ch »(X), 80

cl (), 10
D, 32

Gelfandova transformiranka elementa a

standardna unitizacija algebre 24

disk algebra

anihilator v algebri 2

anihilator glede na upodobitev ©

algebra 2 z obrnjenim mnozenjem

algebra omejenih linearnih operatorjev na Banachovem prostoru X
prostor omejenih linearnih preslikav iz Banachovega

prostora X v Banachov prostor Y

omejeni multiplikatorji na levem Banachovem A-modulu X
omejeni multiplikatorji iz levega Banachovega

2A-modula X v levi Banachov A-modul Y

omejeni multiplikatorji na desnem Banachovem B-modulu X
omejeni multiplikatorji iz desnega Banachovega

B-modula X v desni Banachov 8-modul Y

omejeni multiplikatorji na Banachovem 2A-8-bimodulu X
omejeni multiplikatorji iz Banachovega

A-B-bimodula X v Banachov A-B-bimodul Y

Banachova algebra vseh omejenih kompleksnih zveznih funcij na 3(2)
Banachova algebra tistih kompleksnih zveznih funcij na 3(21),
ki imajo ni¢lo v neskonénosti

enodimenzionalen Banachov modul, ki ga doloca karakter ¢
prostor karakteristicnih vektorjev v 2-modulu X

zaprtje prostora Ch g (X) v Banachovem A-modulu X

§ibko * zaprtje prostora Ch o (X*)

v dualnem Banachovem 2(-modulu X*

prostor karakteristi¢nih vektorjev v 2A-modulu X,

ki pripadajo karakterju ¢

druzina vseh zaprtih podmnozic v topolo§kem prostoru 2

mnozica vseh kompleksnih Stevil z absolutno vrednostjo manj kot 1

107



ds,T, 51
E, 10
Es.r, 51
G(X), 59
T, 2

ha (U), 2
h(Y), 72
H2, 89

ka(E), 2

Kx, 89

L(X), 14
L(X,Y), 14

La(X,Y)s, 16
L(X,Y)s, 16

L>(G), 20
LP(G), 20

Ls, 51

SEZNAM OZNAK 108

Apostolova algebra

mnoZica tistih elementov v 2, ki na levem Banachovem 2(-modulu X
inducirajo dekomponibilne operatorje mnozenja
mnozica hiper-maksimalnih podmodulov v 2-modulu X
mnozica zaprtih hiper-maksimalnih podmodulov v Banachovem
2A-modulu X

mnozica hiper-maksimalnih podmodulov v 2l-modulu X,
ki pripadajo karakterju ¢

mnozica zaprtih hiper-maksimalnih podmodulov v Banachovem
A-modulu X, ki pripadajo karakterju ¢

posploseno odvajanje, ki ga dolo¢ata operatorja S in T
spektralna kapaciteta

elementarni operator, ki ga dolocata n-terici S in T
mnozica cikli¢nih vektorjev v -modulu X

Gelfandova transformacija

ovoj (glede na algebro 21) mnozice U

ovoj podmodula Y v mnozici podmodulov 2

ovoj v prostoru zaprtih hiper-maksimalnih podmodulov,
ko je X modul nad algebro enostavnih multiplikatorjev
jedro mnozice E C ¥(2) v algebri 2

jedro mnozice S C Py (X) v modulu X

jedro v modulu X, ko je modul nad algebro enostavnih
multiplikatorjev

mnozica maksimalnih podmodulov

mnozica zaprtih maksimalnih podmodulov

operator mnozenja z leve, ki ga a € 2 inducira na 2
preslikava iz algebre 20 v desni 2-modul X,

ki jo inducira element x € X

mreza zaprtih invariantnih podprostorov za operator T’
algebra linearnih operatorjev na vektorskem prostoru X
prostor linearnih preslikav iz vektorskega prostora X v vektorski
prostor Y

algebra multiplikatorjev na levem 2l-modulu X

algebra multiplikatorjev na 2A-B-bimodulu X

algebra multiplikatorjev na desnem B-modulu X
prostor multiplikatorjev iz levega 2-modula X

v levi A-modul Y

prostor multiplikatorjev iz A-B-bimodula X

v A-B-bimodul Y

prostor multiplikatorjev iz desnega B-modula X

v desni B-modul Y

Banachov prostor omejenih funkcij na Abelovi grupi G
Banachov prostor funkcij na Abelovi grupi G,

katerih p-ta potenca absolutne vrednosti je integrabilna

elementarni operator mnozenja z leve z operatorjem S



(M), 14
M (), 86
M (X), 86
M, 81
M(G), 40
Ms,T, 51
vy, 74
v, 91

w(a), 24
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najmanjsi podmodul, ki vsebuje mnozico M

(klasi¢ni) multiplikatorji na algebri 2

enostavni multiplikatorji na A-modulu X

jedro karakterja ¢

algebra omejenih regularnih Borelovih mer na Abelovi grupi G
elementaren operator dolzine 1, ki ga dolocata operatorja S in T
naravna preslikava, ki slika v mnozico idealov algebre 2
naravna preslikava, ki slika v mnozico idealov

algebre enostavnih multiplikatorjev

mnozica karakterjev, ki ne unicijo elementa a

mnozica prapodmodulov v mnozici €2, katerih kvocient ne
vsebuje kvocienta podmodula Y

mnozica primitivnih podmodulov v 2-modulu X

mnozica zaprtih primitivnih podmodulov v Banachovem 2A-modulu X
operator mnozenja z desne, ki ga a € A inducira na 2
spektralni polmer

Gelfandov radikal algebre 2

hiperradikal 2-modula X

Q-radikal

P-radikal

mnozica prapodmodulov v 2-modulu X

mnozica zaprtih prapodmodulov v Banachovem 2-modulu X
najvecja regularna podalgebra v Banachovi algebri 2
mnozica praidealov v algebri 2

lokalna resolventna mnozica operatorja T pri vektorju x
analiti¢na resolventna mnozica n-terice T pri vektorju x
preslikava iz algebre 2 v levi 2-modul X,

ki jo inducira element x € X

elementarni operator mnozenja z desne z operatorjem T’
najvecja podalgebra z lo¢ljivim spektrom v algberi 2
mnozica karakterjev na algebri

mnozica karakterjev na algebri 2 in funkcional 0

lokalni spekter operatorja T pri vektorju x

Taylorjev spekter n-terice L,

Taylorjev spekter n-terice T'

analiti¢en lokalni spekter n-terice T pri vektorju x
Beurlingov spekter mnozice U

Beurlingov spekter vektorja x

Arvesonov spekter upodobitve 6

lokalni Arvesonov spekter upodobitve 6

pri vektorju x

Arvesonov spekter upodobitve ©

lokalni Arvesonov spekter upodobitve ©

pri mnozici N/



supp (f), 24
$(X), 10
T,, 1

O, w), 66
oW 66
T, 88

W, 32
X(F), 25
X% (S), 102
X(F), 25
Xr, 25

X, 81
XF+(5), 102
Xr(9), 11
Y+, 31
(Y:X), 57
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nosilec funkcije f

mreza zaprtih podprostorov v Banachovem prostoru X
operator mnozenja, ki ga element a inducira na modulu
restrikcija upodobitve ©

redukcija upodobitve ©

funkcija, ki jo enostaven multiplikator T' dolo¢a na hiperspektru
podprostor vektorjev, ki jih unicijo vsi funkcionali iz W
spektralni podmodul pri F’

spektralni podmodul pri S v levem Banachovem 98B-modulu X
mnozica vektorjev, ki imajo z F' disjunkten Beurlingov spekter
kospektralni podmodul

zaprtje koideala M, - X

P;-spektralni podmodul pri S

lokalni spektralni podprostor operatorja T pri mnozici S
prostor vseh funkcionalov, ki unic¢ijo vse vektorje iz Y

kvocient podmodula Y



STVARNO KAZALO

Stvarno kazalo

A

algebra
Apostolova, 6, 42
dopustna, 45
krepko harmoni¢na, 26
polenostavna, 2
regularna, 2, 6
z lo¢ljivim spektrom, 7, 22, 26, 31, 44, 94, 100
za inverze zaprta, 41, 45, 48
analiti¢na resolventna mnozica, 12, 53
anihilator, 16, 57
anihilator v X, 96
antiupodobitev
cikli¢na, 63
modula, 62

B
bimodul, 14
Bishopovo lastnost (3), 12

D

dekompozicijska lastnost (d), 13, 37, 91
disk algebra, 39

E

ekvivalentni upodobitvi, 67

F

funkcija
A-spektralna, 45

G

Gelfandova
transformacija, 2

transformiranka, 1, 2

H

hiperradikal, 82
hiperravnina, 57
hiperspekter, 78, 101

homomorfizem modulov, 16

|

ideal
kospektralni, 26, 29, 94, 100
primitiven, 9
spektralni, 26, 29

izrek o razclenitvi enote, 30, 31, 95
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STVARNO KAZALO

J

jedro
mnozice, 2, 72
skupno, 98
upodobitve, 63, 68, 97

K

karakter, 1, 9, 77

karakteristi¢en multiplikativen funkcional, 80
koideal, 17, 57

kvocient podmodula, 57

L

locljiv del spektra, 94, 101

lokalna resolventna mnozica, 11
lokalni spektralni podprostor, 11
lokalno kompaktna Abelova grupa, 84

M
modul, 13
Q-polenostaven, 72
Q-radikalski, 72
A-polenostaven, 79, 85, 90, 93
Banachov, 17
ciklicen, 59
desni, 14
dualni, 10, 15, 21
izometricen, 18
levi, 13
normiran, 17
unitalen, 17
z lo¢ljivim spektrom, 10, 101
zvest, 16
modulsko mnozenje, 13, 15
multiplikator, 9, 16, 21, 86
enostaven, 10, 86, 93
tockasti, 78

N

n-terica operatorjev

dekomponibilna, 12, 51

krepko harmoni¢na, 52
naravna preslikava, 74, 79, 91, 99
nerazcepna razsiritev upodobitve, 70
0-dimenzionalen topoloski prostor, 27
nosilec, 24

nosilni prostor, 2
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STVARNO KAZALO

O
operator
-skalaren, 45
dekomponibilen, 2, 11, 100
elementaren, 9, 51
krepko harmonicen, 9, 44, 51
regularen 2A-skalaren, 46
s §ibko 2-SDP, 3, 91
super-dekomponibilen, 3, 37, 93, 101
ovoj
podmnozice, 2

podmodula, 72

P

podalgebra
najvecja regularna, 40
najvecja z lo¢ljivim spektrom, 40
normalna glede na operator, 46
spektralno zaprta, 41
podmodul, 14
P:-spektralni, 102
bistveni, 81
hiper-maksimalen, 78, 101
kocikli¢en, 60
kospektralni, 26, 31
maksimalen, 60, 69
najmanjsi, 14
primitiven, 69
spektralni, 26, 31, 102
popolnoma nepovezan topoloski prostor, 45
praideal, 9, 56
prapodmodul, 56

priblizna enota, 82

R

radikal, 9
Q-, 72
A-, 82, 85

redukcija upodobitve, 66
restrikcija upodobitve, 66

S

spekter
analiti¢en lokalni, 12, 53
Arvesonov, 9, 10, 23, 96, 97
Beurlingov, 23, 33
lokalen, 9, 11
lokalen Arvesonov, 23, 97

naraven, 92
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STVARNO KAZALO

Taylorjev, 12, 53
spektralna kapaciteta, 10, 36, 53, 102
tipa (C™, X), 12
tipa (£2,X), 10, 35
spektralni polmer, 41
spektralno maksimalen podprostor, 46
spektralno zaprtje, 41
standardna unitizacija, 17
strukturni prostor, 2
SVEP, 11, 90

T

topolosko ekvivalentni upodobitvi, 67
topolosko nerazcepna razsiritev, 70
topologija

Gelfandova, 2, 94

hull-kernel, 2, 72, 89, 91, 94

Jacobsonova, 72

Zariskega, 72

U

upodobitev
algebre, 9
cikli¢na, 63
krepko zvezna, 64, 96
levo 2-modularna, 98
maksimalna nerazcepna, 70, 77, 81
maksimalna topolosko nerazcepna, 70
modula, 10, 62
modularna, 98
nerazcepna, 68, 77
normirana, 64
regularna desna, 65
regularna leva, 65
topolosko cikli¢na, 64
topolosko nerazcepna, 68
trivialna, 63

zvezna, 64, 97

\%

vektor
ciklicen, 59, 63, 68
karakteristicen, 80
kocikli¢en, 60
topolosko ciklic¢en, 59, 64
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Izjavljam, da je disertacija rezultat mojega lastnega raziskovalnega dela.

Janko Bracic



