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Povzetek

Funkcije kopula se v svetu vse pogosteje uporablj razknih znanstvenih podgph, v
hidrologiji pa se njihova uporaba v &jemeri pojavija Sele v zadnjem desetletju. V peggu so
prikazani rezultati nekaterih praktih mozZnosti uporabe kopul v hidrologiji. Nareddimo
bivariatne ter trivariatne verjetnostne analizemalatov visokovodnih valov (konice pretokov,
volumni ter ¢asi trajanja), analizirali smo povezanost pretokeelumnov valov ter vrednosti
koncentracij suspendiranih snovi ter definirali rabé katerim lahko na podlagi znanih vrednosti
pretokov in padavin ocenimo vrednosti koncentraagpendiranih snovi. Z uporabo statisi
testov smo pokazali, da je kopula model dal boigrultate kot nekateri pogosto uporabljeni
regresijski modeli. S tem smo v oceno koncentratispendiranin snovi vpeljali dodatne
informacije (padavine) in dobili ocenjene vredndsiZje dejanskim, izmerjenim vrednostim. Pri
multivariatnih verjetnostnih analizah pa smo é&naali razléne skupne povratne dobe.
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Uvod

V hidrologiji so se do sedaj za izvedbo verjetnibstanaliz veéinoma uporabljale
univariatne porazdelitvene funkcije, kjer upoStewdmeno spremenljivko (¢aoma je to
konica pretoka). V zmetku 21. stoletja so se v hidrologiji pojavili priianki, kjer so
raziskovalci za izvedbo razhih analiz uporabili funkcijo kopula (Favre et a2004;
Salvadori & De Michele, 2004). V drugih vedah, lgtd ekonomija ali biologija, so se
kopule uporabljale Ze nekoliko prej. Teorija koperelji na matemathem teoremu, ki ga
je ze leta 1959 predstavil Sklar (Sklar, 1959)bo1nekoliko podrobneje predstavljen v
nadaljevanju. Temeljno literaturo o funkcijah kogyla predstavlja naslednje gradivo: Joe
(1997), Nelsen (2006), Salvadori et al. (2007). #ep omog@ajo izgradnjo
multivariatnega modela, kjer hkrati upoStevamo dak ved v naravi odvisnih
spremenljivk. Tako lahko pri verjetnostnih analizgoleg konic pretokov hkrati
upoStevamo tudi volumne ifase trajanja visokovodnih valov ali druge sprenigcd). Ta
koncept lahko uporabimo pri vseh multivariatnih ldemih, kjer nastopa medsebojno
bolj ali manj odvisnih spremenljivk, kjer odvisnagiloca koeficient korelacije (Kendallov
ali Spearmanov) oziroma parameter kopule. Takoileokiopule uporabljene za izvedbo
multivariatnih verjetnostnih analiz visokovodnihlaxa (Favre et al., 2004; Salvadori & De
Michele, 2004; Ganguli & Reddy, 2013), verjetnostamalize padavin (Zhang & Singh,
2007), analize suSe (Shiau et al., 2007; Wong.e2@al0; Ma et al., 2011), geostatise
interpolacije kot alternativa ofajnemu krigingu (Bardossy & Li, 2008), preverjanje
ustreznosti prelivnega objekta na jezu (De Michadlal., 2005) ter Se pri mnogih drugih
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hidroloskih problemih. Na spletni strani mednaragmehidroloSkega drustva STAHY
(angl. International Association of Hydrological Sciences, www.stahy.org) so zbrani
¢lanki, kjer je bila za izvedbo hidroloSkih analigarabljena funkcija kopula.

Da se kopule v hidrologiji vse pogosteje uporabljajica tudi dejstvo, da se je Stevilo
¢lankov s to metodologijo v bazi Web of knowledgatégorijaWater resources), od leta
2004 povzpelo na ¥ekot 180, v Se ne kéanem letu 2013 pa je bilo do sedaj objavljenih
najvet prispevkov v zvezi s kopulami (do oktobra je budetu 2013 indeksiranih 37
¢lankov).

Namen prispevka je prikaz prakie uporabe kopul v hidrologiji. Prikazan in opigan
postopek uporabe bivariatne ter trivariatne vegstne analize visokovodnih valov na
primeru hidroloSke postaje Litija na reki Savi. koijo kopula smo uporabili tudi za
modeliranje pretokov, volumnov valov ter koncenifraaspendiranih snovi. Za izvedbo te
analize so uporabljeni podatki z vodomerne posggenja Radgona na reki Muri, kjer so
se ve& kot 25 let neprekinjeno izvajale dnevne meritv@dentracij suspendiranih snovi
(ARSO, 2013). Poleg tega smo poskusali funkcijo tkapuporabiti za ocenjevanje
vrednosti suspendiranih snovi na podlagi izmerjamgdnosti pretokov in padavin. Za ta
namen smo uporabili podatke z vodomerne postajedaa reki Pesnici ter padavinske
postaje Potiki vrh. Na teh praktinih primerih so opisani osnovni koraki za izvedipale
Z uporabo funkcij kopula.

Podatki in metode

Za izvedbo razlinih analiz smo uporabili podatke s hidroloskih ppdtitija na reki
Savi (vzorec letnih maksimalnih pretokov), Gornjadgona na reki Muri (vzorec letnih
maksimalnih pretokov in suspendiranih snovi), Raneareki Pesnici (me&ee vsote
pretoka in suspendiranih snovi) ter podatke s padke postaje Palki vrh (meseéne
vsote padavin), ki lezi blizu vodomerne postaje ¢darPreglednica 1 prikazuje nekatere
osnovne zndlnosti obravnavanih postaj ter lastnosti obravmélvavzorcev. Zaradi
razlicne narave obravnavanih problemov smo pri &agli postajah obravnavali razta
obdobja meritev. Pri analizah koncentracij suspamih snovi smo bili omejeni z
relativno kratkimi nizi meritev (Bezak et al., 203 Vet informacij o podatkih in
lastnostih vzorcev so podali Bezak et al., 2013sstgja Litija) ter Bezak et al., 2013b
(postaji Gornja Radgona in Ranca).

Preglednica 1: Pregled obravnavanih postaj in ee&aisnovne zgdnosti pripadajdéih vzorcev

Postaja Litija Gornja Radgona Ranca Elalvrh
Reka / Obmgje Sava Mura Pesnica Pdje Pesnice
Tip postaje vodomerna vodomerna vodomerna padavinska
Obdobje 1953-2010 1977-2005 1970-1973 1970-1973
Tip vzorca letni maksimumi  letni maksimumi mesee vsote mes@e vsote
Opazovgne pretok pre-tok, . pre.tok, . padavine
spremenljivke suspendirane snovi suspendirane snovi
Velikost vzorca 58 29 45 45

(Stevilo podatkov)

Za izvedbo analiz smo torej uporabili funkcije kégpuOsnovni teorem je podal Sklar
(1959):
F(xlr ...,xd) = C(Fl(xl)r ---er(xd))) (1)
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kjier je C d dimenzionalna funkcija kopula. Multivariatrib dimenzionalno porazdelitev
lahko zapiSemo kot kombinacijo funkcije kop@an robnih porazdelitvenih funkcky,...,

Fq (angl. marginal distributions) (en&ba 1). Gre v bistvu za aiadjne univariatne
porazdelitvene funkcije, kjer lahko uporabimo r&zé parameténe (npr. normalna, log-
normalna, Pearsonova |lll, generalizirana porazseliekstremnih vrednosti,...) ali
neparamettine (kernelova gostota; andlernel density) porazdelitvene funkcije. Glavna
prednost funkcij kopula pred aajnimi multivariatnimi porazdelitvenimi funkcijangnpr.
multivariatna normalna porazdelitev) je prawdoost robnih porazdelitev in funkcij
kopula. Ocenjevanje parametrov robnih porazdel(t#vicajen postopek) in parametrov
funkcije kopula sta tako dvadena postopka. To dejstvo je pomembno zato, keol&iok
robne porazdelitve posameznih spremenljivk izbereamicne porazdelitvene funkcije.
Tako lahko npr. pri analizah konic, volumnov dasov trajanja visokovodnih valov kot
robne porazdelitve izberemo rdzie porazdelitvene funkcije, npr. Gumbelovo za kenic
Pearsonovo lll za volumne ter normalno¢aae trajanja. Sklarov teorem (Sklar, 1959) pa
omoga@a, da nato ocenimo parametre kopule povsetanio od robnih porazdelitvenih
funkcij. Slednje pomeni, da lahko odvisnost medanmi spremenljivkami prewjemo
loceno od robnih porazdelitev.

Za modeliranje raztnih problemov se uporabljajo raatie funkcije kopula iz razinih
druzin. Tako se v hidrologiji najpogosteje uporajajkopule iz Arhimedove druzine (angl.
Arhcimedean family), kopule iz druzine ekstremnih vrednosti (ameytreme value family),
nekoliko manj pogosto pa tudi kopule iz el§pie druzine (angklliptical family), ki pa se
npr. v ekonomiji uporablja pogosteje (Grimaldi &rdaldi, 2006; Genest & Favre, 2007;
Ganguli & Reddy, 2013). Za modeliranje suSe seawgpteje uporablja kopula Clayton iz
Arhimedove druzine (Ma et al., 2011), za analizokovodnih valov se pogosto uporabijo
kopule iz druzine ekstremnih vrednosti (npr. kopGlumbel-Hougaard ali Galambos)
(Genest & Favre, 2007), za geostatis#i interpolacije se pogosto uporabljajo normalne
kopule iz elipténe druzine (Bardossy & Li, 2008).

Simetrcne kopule iz Arhimedove druzine, ki se najpogosteporabljajo, imajo
vecinoma le en parameter. Ta parameter lahko podobherk univariatnih porazdelitvah
ocenimo z razdinimi metodami. Uporabimo lahko metodo momentov @adlov ali
Spearmanov koeficient korelacije), metodo ngega verjetja (anglmaximum likelihood
method), pseudo metodo najgjega verjetja (anglpseudo likelihood method), kjer naj bi
bila slednja najprimernejsSa (Joe, 1997; Nelsenp28alvadori et al., 2007). V primeru, da
obravhavamo vsaj trivariaten primer, lahko analizaredimo tudi z asimetmimi
kopulami, kjer imajo te en parametercvkot simetréne razléice kopul (Grimaldi &
Serinaldi, 2006; Hofert & Mchler, 2011). Slednje se izkazejo za posebej uparab
primerih, ko je korelacija med enim parom spremekljzrazito veja kot korelaciji med
drugima dvema paroma (trivariaten primer).

Podobno kot pri univariatnih porazdelitvenih fun&hbi so bili tudi za primer funkcij
kopula razviti nekateri statigtii testi za primerjavo razinih teorettnih modelov in izbiro
najustreznejSe kopule. V literaturi prevladujeta dipa testov, najpogostejSi so testi, ki
temeljijo na primerjavi teoretne ter empitine funkcije kopula, nekoliko manj pogosto pa
se uporabljajo testi, ki temeljijo na Kendallovirpedelitveni funkciji (Genest et al., 2009;
Kojadinovic et al., 2011). Za kontrolo ustreznomtibrane kopule pa je pripafivo
uporabiti tudi graiine teste, s katerimi lahko potrdimo ali zavrnemotagitve statistinih
testov (Genest & Favre, 2007).

Opisane korake (dodttev robnih porazdelitvenih funkcij, ocenjevanjergaetrov
kopul, izbira najustreznejSe kopule z uporabo si&tih ter grafénih testov) je potrebno
izvesti pri vseh analizah s kopulami, nato pa s&tquki razlikujejo od namena uporabe
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modela. Pri verjetnostnih analizah moramo dareti razléne povratne dobe, pri
ocenjevanju vrednosti pa moramo izvesti simulacba koraka bosta malce podrobneje
opisana v naslednjih dveh odstavkih.

Pri multivariatnih verjetnostnih analizah z uporafomkcij kopula lahko izréunamo
razlicne vrednosti pogojnih (angtonditional) ali skupnih (angljoint) povratnih dob
(Salvadori et al., 2007; Graler et al., 2013). Skygovratni dobi imenovani OR ter AND

sta definirani z naslednjima izrazoma (bivariatmmer):
OR _ 1
Tu,v T 1-Co(uw)’
TAND _— 1
wv 1-u-v+Co(u,v)’

(@)

kjer stau in v izbrani robni porazdelitveni funkcijiy pa predstavlja teorétio funkcijo
kopula (v tem primeru bivariatno). Ker pa gre zalee v v& dimenzijah, te definicije
povratnih dob seveda niso primerljive s tistimi, jn vecinoma uporabljamo pri
univariatnih analizah. To lastnost kopul bi mordhKo ocenili kot najwgo tezavo, saj je
tezko (kar naenkrat) v praktio uporabo vpeljati nov koncept povratnih dob. Takcse v
literaturi Ze pojavili poskusi dotitve t.i. kriticne plasti (anglcritical layer), kjer gre za
matematino definicijo prej omenjenega pojma, ki je (boljhatogna z olgiajnimi
povratnimi dobami (Salvadori et al., 2011). Npri fpivariatnem primeru verjetnostnih
analiz visokovodnih valov izhajamo iz izbrane vresti verjetnosti in na podlagi te
vrednosti s pomio simulacij dol@&imo ploskev v kopula prostoru, kjer vs&ke, ki lezijo
nad to ploskvijo, oznaujejo kritichne dogodke (Salvadori et al., 2011). To ploskekdah
nato z uporabo inverznih porazdelitvenih funkajnsformiramo v realni prostor. Povratna
doba OR predstavlja primer, ko se zgodi vsaj emaed obravnavanih spremenljivk,
povratna doba AND pa primer, ko se hkrati zgodige wbravnavane spremenljivke. Iz
definicije sledi, da je verjetnost pojava povratitabe AND precej manjSa od verjetnosti
pojava povratne dobe OR, kar seveda pomeni, davjgfma doba za AND primer precej
vecja (obravnavamo multivariaten primer).

Funkcije kopula lahko uporabimo tudi za ocenjevamednosti razlinih hidroloSkih
spremenljivk na podlagi podatkov, ki jih imamo rezpolago. Prikazana bo prakta
uporaba v primeru ocenjevanja vrednosti koncentagpendiranih snovi. Pri modelu,
kjer bi vrednosti koncentracij suspendiranih snoeenili le na podlagi pretokov, lahko
izhajamo iz naslednje etize:

fa(sse) = P{SSC < ssc|Q = q} = 220 (3)

kjer moramo z uporabo statistih ter grafénih testov ponovno izbrati ustrezno funkcijo
kopulaCy in kjer funkcijaf vedno zavzame vrednost med 0 in 1. To pomeniakkol to
funkcijo zamenjamo z nakfmo generiranimi Stevili, ki pripadajo enakomerni
porazdelitveni funkciji. Tako pridemo do efe, kjer imamo le eno neznanko, to je
vrednost porazdelitvene funkcije za spremenljivB8C. V vetini primerov, zaradi
kompleksnosti parcialnih odvodov ne moremo poiskaglitcne reSitve ende 3, lahko
pa z uporabo numenih metod (npr. Newton-ova metoda) najdemieniki kot Ze réeno
lezijo med O ter 1. Te &le pa so v bistvu vrednosti porazdelitvenih funkkijjih zelimo
oceniti. Ker smo generirali veliko Stevilo podatk@yr. 10000), dobimo raztros moznih
vrednosti. Nato lahko dottmo najverjetnejSo vrednost koncentracije (gledena&simum
gostote verjetnosti izbrane neparandetei funkcije) in oblikujemo tudi empime intervale
zaupanja (npr. 10, 20 ali 50 % intervali). Te meymednosti nato Se transformiramo v
realni prostor z uporabo inverzne oblike porazdelie funkcije. Tudi v tem primeru za
ocenjevanje vrednosti koncentracij uporabimo ledmoesti pretokov, to pomeni, da ne
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moremo prtakovati veliko boljSih rezultatov kot pri preprgsié regresijskih modelih
(npr. linearna ali eksponentna funkcija), ki sefimema uporabljajo za ocenjevanje
koncentracij suspendiranih snovi. Zato smo sedldlda bomo poskusali oceno izboljSati
tako, da bomo v analizah uposStevali Se vrednostayia. Model, kjer bi za ocenjevanje
vrednosti koncentracij suspendiranih snovi uporabdi vrednosti padavin, ima naslednjo
obliko:

0%Cq(q,p,55¢) ,0%Co(q,p)
fap(ssc) = P{SSC < ssc|Q = q|P = p} = —2 28—/ &%= (4)

Koncept dolgitve najverjetnejSe vrednosti koncentracije suspanth snovi je enak kot
pri uporabi bivariatnih kopul (edha 3).

Rezultati uporabe kopul na prakti¢nih primerih

V naslednjih podpoglavjih je prikazana uporaba fiinkopula na Stirih prakinih
primerih. Prikazani so rezultati bivariatnih terivériatnin verjetnostnih analiz
visokovodnih valov, rezultati trivariatnin analizokic pretokov, volumnov valov ter
koncentracij suspendiranih sno\8SC) in rezultati ocenjevanja vrednosti suspendiranih
snovi na podlagi podatkov o pretokih in padavinah.

Bivariatne verjetnostne analize visokovodnih valov

Za izvedbo bivariatnih verjetnostnih analiz visokdwnih valov smo uporabili podatke z
vodomerne postaje Litija na reki Savi. UporabilicsB8 vrednosti letnih maksimumote
zelimo dol@iti vrednosti volumnov irtasov trajanja valov, moramo najprej ko bazni
odtok. Za izl@éanje baznega odtoka smo uporabili gnadi tro-taétkovno metodo (Sraj &
Bezak, 2013; Sraj et al., 2013b). Naredili smo batae analize parov podatkov: konica
pretoka - volumen vala-V), konica pretoka éas trajanja vala@-D) ter volumen vala -
¢as trajanja vala-D). Za modeliranje konic pretokov itasov trajanja visokovodnih
valov smo na podlagi statigtih ter grafénih testov izbrali log-Pearsonovo Il
porazdelitev, za opis volumnov valov pa Pearsonbv@orazdelitev. Za ocenjevanje
parametrov univariatnin porazdelitev smo uporabiktodo momentov L (Hosking &
Wallis, 1997), za izbiro najustreznejSih porazdeliih funkcij pa raztine statistine ter
graficne teste (Sraj et al., 2013b). Preglednica 2 pujeazrednosti Pearsonovega,
Kendallovega ter Spearmanovega koeficienta kojelaa obravnavane pare podatkov.
Korelacijski koeficienti doléajo odvisnost med dvema spremenljivkama, tawejje
vrednost koeficienta blizu vrednosti 1 to pomers, sta spremenljivki odvisnie je
koeficient enak 0, to pomeni neodvisnost spremdaljKorelacijske koeficiente za opis
odvisnosti se lahko uporabi tudi za primer, kjieamo ve& kot 2 spremenljivki, vendar se
izrazi za izrdun korelacijskih koeficientov spremijo in zato jelje za opis odvisnosti
uporabiti parameter kopule, ki ga lahko v bivargn primeru ocenimo na podlagi
Kendallovega koeficienta korelacije ali pa npr.seydo metodo najégga verjetja, ki jo
je nato lazje uporabiti v multivariatnem primerud @rednosti korelacije oz. dejanske
odvisnosti, ki jo opiSe korelacijski koeficient, visno katero funkcijo kopula bomo
uporabili za analize. Nekatere kopule so primeeed pozitivne vrednosti (npr. Gumbel-
Hougaard) odvisnosti, spet druge le za koreladiult®d (npr. Ali-Mikhail-Haqg kopula).
Torej izra&&unana vrednost korelacijskega koeficienta dajdkatere funkcije kopula lahko
uporabimo, nadalje pa tudi kakSen bo odziv modalrapremenljivk, ki sta medsebojno
(ne)odvisni. Iz preglednice 2 lahko vidimo, da @dacija med konicami pretokov &asi
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trajanja visokovodnih valov negativha. To pomerd, zh izvedbo analize (za ta par) ne
moremo uporabiti vseh funkcij kopula, ki smo jihowgbili pri drugih dveh parih, saj so
nekatere primerne le za pozitivne vrednosti od\aino

Obravnavali smo razine funkcije iz Arhimedove, elipine druZine ter druzine kopul
ekstremnih vrednosti. Na podlagi Cramér von-Misgskiolmogorov-Smirnov statigtih
testov (Genest & Favre, 2007) ter ramlh graficnih testov smo kot najprimernejSo
funkcijo dolaili kopulo Gumbel-Hougaard iz Arhimedove druzineplid Ta kopula spada
tudi v druzino kopul ekstremnih vrednosti. Te uguice veljajo za pard-V ter V-D,
medtem ko smo pri par@Q-D kot najprimernejSo dotali Student-t kopulo iz eliptine
druzine kopul. Za ocenjevanje parametrov kopul sopmrabili metodo momentov
(Kendallov koeficient korelacije). Definicije tedrénih kopul in izraze, ki povezujejo
parametre kopul s koeficienti korelacije (Kendail$pearman) lahko najdemo v osnovni
literaturi (Nelsen, 2006; Salvadori et al., 200feglednica 3 prikazuje izZf@nane skupne
povratne dobe za OR ter AND primera. fraali pa smo tudi univariatne (@bjne)
povratne dobe za pretoke, volumne dase trajanja za mediane in maksimalne vrednosti
(preglednica 3).

Preglednica 2: Vrednosti Pearsonovega, Kendalloterg@pearmanovega koeficienta korelacije za
obravnavane pare podatkov

Pearson Kendall Spearman
QV 0,52 0,39 0,54
V-D 0,68 0,48 0,63
Q-D -0,15 -0,08 -0,14

Preglednica 3: Izkanane vrednosti univariatnih in skupnih bivariatpdvratnih dob [leta] za tri
funkcije kopula za vsak posamezen par spremenljivk

Univariatni primer Bivariatni primer

Spr. TUN! Par  Kopula TO% TP
Mediana Maks. Mediana Maks. Mediana Maks.
Q 2,0 69,5 Gumbel 1,2 40,7 2,8 132,8
\Y 1,9 56,4 | Q-V Frank 1,5 32,1 2,7 1035,5
D 2,1 70,7 Tawn 1,5 40,7 2,8 133,0
Gumbel 1,6 43,6 2,8 111,7
V-D Frank 1,6 32,6 2,7 801,4
Normal 1,6 36,4 2,8 224.,6
Clayton 1,3 35,2 45 5700,3
Q-D AMH 1,3 351 4,6 8125,7
Student-t 1,3 36,8 45 708,6

Trivariatna verjetnostna analiza visokovodnih valov

Tudi pri trivariatnih analizah visokovodnih valovne uporabili podatke o letnih
maksimumih z vodomerne postaje Litija na reki S&wializirali smo maksimalne konice
pretokov in pripadaje vrednosti volumnov irtasov trajanja visokovodnih valov. To
pomeni, da so le konice pretokov maksimalne v Jseh, volumni teréasi trajanja pa so
bili dolo¢eni glede na vrednosti pretokov in niso nujno letraksimumi. Uporabili smo
kopule Gumbel-Hougaard, Frank, Joe ter ClaytonnzirAedove druzine in normalno ter
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Student-t kopulo iz elipthe druzine. Za ocenjevanje parametrov kopul smaalgilo
metodo najv&ega verjetja (Nelsen, 2006; Salvadori et al., 20@7edtem ko so robne
porazdelitvene funkcije ostale enake kot pri biatmih analizah.

Trajanje [dni]

0 SO0 SO0 000 4000

u v B'ed
Slika 1: Graftna testa za preverjanje ustreznosti kopule Gumbelgdard pri trivariatni analizi
visokovodnih valov Save v Litiji

Slika 1 prikazuje rezultate graéfiega testa za ustreznost kopule Gumbel-Hougaard iz
Arhimedove druzine kopul, kjer rdie znaki x oznaujejo dejanske vrednosti letnih
maksimumov,¢rne oznake pa so generirane vrednosti, ki so mlecdne na podlagi
popolnoma definiranega modela. Pri izrisu slike $mo wuporabili tudi robne
porazdelitvene funkcije. Na podlagi gafih ter statistinih testov (Cramér von-Mises)
smo kot najprimernejSe daiti kopule Gumbel-Hougaard, Frank (Arhimedova dnaji
ter normalno (eliptina druzina). Izréunali smo tudi dve skupni povratni dobi imenovani
OR ter AND (end&ba 2), ki pa se zaradi tega, ker obravnavamo tremspnljivke
(trivariatni primer) hkrati, malce spremenita (Gah@ Reddy, 2013)

Slika 2 prikazuje vrednosti pogojne povratne dolbe & ozn&uje primer, ko se zgodi
vsaj ena izmed obravnavanih spremenljivk. Prikazmirezultati za kopuli Frank ter
normalno. AND primer pa pomeni, da se hkrati zgodige tri vrednosti spremenljivk.
Poleg rezultatov za povratno dobo OR so na slikprikazane tudi vrednosti letnih
maksimumov, ki smo jih uporabili v analizah. Opaaitahko, da razlika med prikazanima
kopulama ni izrazita. Vidimo lahko tudi, da imacire letnih maksimumov povratno dobo
OR manjSo od 1,5 let, le za en dogodek pa je &gwvad 3,5 let, kar si lahko razlagamo
tako, da je verjetnost, da se zgodi vsaj ena izgpedmenljivk (konice, volumni aliasi
trajanja) relativno velika in posleatto je multivariatna vrednost skupne povratne doBe O
dokaj majhna.
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Slika 2: Prikaz izmerjenih podatkov in skupnih patwih dob (OR primer) za normalno ter Frank
kopulo za trajanje visokovodnega vala (D) 15 drw@adomerno postajo Litija na reki Savi

Trivariatna verjetnostna analiza konic pretokov, volumnov in koncentracij
suspendiranih snovi

Naslednji problem, ki smo se ga lotili z uporabomlaj kopula, je analiza konic
pretokov Q), pripadaj@éih volumnov valov V) ter pripadajéih vrednosti koncentracij
suspendiranih snoviSEC) (Bezak et al., 2013b). Za izvedbo teh analiz smporabili
podatke z vodomerne postaje Gornja Radgona na Maki (29 vrednosti letnih
maksimumov), ki ima najdaljSi niz meritev suspeadih snovi, ki jih je izvajala Agencija
RS za okolje (ARSO, 2013). Postopek analize je ekaitk pri trivariatnih analizah
visokovodnih valov (prejSnje poglavje).

Za izlatanje baznega odtoka smo tokrat uporabili duixd@no metodo. Kot robno
porazdelitev konic smo izbrali Gumbelovo porazéslitza modeliranje volumnov smo
dolccili log-normalno porazdelitveno funkcijo, za opisricentracij suspendiranih snovi pa
generalizirano Pareto porazdelitev. Parametre univeh porazdelitev smo ponovno
ocenili z uporabo metode momentov L (Hosking & Wall997). Izraunali smo vrednosti
Kendallovega koeficienta korelacije za pare podatk@-V 0,56; Q-SSC 0,50 inV-SSC
0,40. Ker so vse tri vrednosti korelacij statist zn&ilne (stopnja znélnosti 0,05) in
razlike med njimi niso izrazite, smo se atllioza izvedbo verjetnostnih analiz z uporabo
simetriénih trivariatnih funkcij kopula (alternativna mozitobi bile asimettine kopule).
Za ocenjevanje parametrov smo tokrat uporabili gsemetodo najugega verjetja
(Salvadori et al., 2007; Ma et al., 2011). Z uporaraficnih ter statistinih testov
(Cramér-von Mises) smo tudi tokrat poskusali izbrajustreznejSo kopulo. Sliki 3 in 5
prikazujeta dva grafna testa, kjer so prikazani rezultati za kopulonkrez Arhimedove
druzine kopul. Z rd@mi znaki x so ponovno oztani letni maksimumi, s sivo barvo pa so
oznaeni generirani podatki, ki so bili daleni na podlagi definiranega kopula modela, ki
smo ga doléili na podlagi podatkov o letnih maksimumih. Z ugbo grafénih in
statisttnih testov smo kot najustreznejSo didlio kopulo Gumbel-Hougaard iz
Arhimedove druzine.

Slika 4 prikazuje rezultate skupne (angint) povratne dobe OR za kopulo Gumbel-
Hougaard iz Arhimedove druzine. Izrisani so rezulta vrednost volumna visokovodnega
vala 2,4® m®. Pogojna povratna doba OR ponovno émjgprimer, ko se zgodi vsaj ena
izmed obravnavanih spremenljivk.
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Slika 3: Graftni test | za kontrolo ustreznosti kopule Frank adgike z vodomerne postaje Gornja
Radgona na reki Muri
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Slika 5: Graféni test Il za kontrolo ustreznosti kopule Frankppaatke z vodomerne postaje
Gornja Radgona na reki Muri

Ocenjevanje vrednosti koncentracij suspendiranih snovi na podlagi
vrednosti pretokov in padavin

Kot zadnji prakttni primer smo obravnavali model, s katerim lahkeromo vrednosti
koncentracij suspendiranih sno8SC) na podlagi vrednosti pretokov in padavin. Ker so
meritve koncentracij suspendiranih snovi precekeggk kot meritve pretokov in padavin,
Se pogosto pojavi potreba po oceni manjihjpodatkov. Agencija RS za okolje je v letu
2012 (z&asno) prenehala izvajati monitoring te hidroloSkeemenljivke (Bezak et al.,
2013b). Najpogosteje se za ocenjevanje vrednosticmracij suspendiranih snovi
uporabljajo razline regresijske funkcije, kot so linearna funkggalinomi visjih redov ali
eksponentna funkcija. Uporaba teh preprostih madgcmiselna, ko je korelacija med
vrednostmi pretokov in koncentracijami relativnesoka. V primeru, ko je korelacija
majhna oz. blizu vrednosti 0, to pomeni, da visfkeke) vrednosti pretokov ne pomenijo
nujno visokih (nizkih) vrednosti koncentracij susdeanih snovi. V tem primeru je
uporaba regresijskih krivulj vpraSljiva. V preddfjamem primeru smo za ocenjevanje
manjkaja&ih SSC vrednosti uporabili megae vsote treh merjenih spremenljivk (pretoki,
koncentracije suspendiranih snovi ter padavine).Zfdo je uporaba modela tudi z
uposStevanjem dnevnih serij podatkov, vendar je koridacija v tem primeru izrazitejSa,
zato je potrebno za opis posameznih robnih poraedeliporabiti t.i.¢éasovne modele
(angl.time series model), kot je npr. ARMA model (anghutoregressive moving average
model). Z uporabo teh modelov v bistvu transformiramboii&ne dnevne vrednosti
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spremenljivk tako, da se znebimo avtokorelacije@ggikih. Pogoj za izvedbo vseh analiz s
funkcijo kopula ter tudi za izvedbo verjetnostniiabz je, da podatki niso avtokorelirani.
To pomeni, da vrednost pretoka v nekem dnevu niisodvod vrednosti pretokov v
prejSnjin dnevnih. Zato smo se odllg da bomo model za ocenjevanje koncentracij
suspendiranih snovi najprej poskusili narediti res@nih vsotah. Tak model bi npr. lahko
uporabili za ocenjevanje masne bilance |e€bdplavin.

Uporaba vrednosti padavin je smiselna, ker smoalplbpodatke z vodomerne postaje
Ranca na reki Pesnici, ki ima prispevno povrsinikeeB4 knt, in ker padavinska postaja
Policki vrh lezi blizu hidroloSke postaje, poleg tega jeakorelacija med meg&eimi
vsotami padavin in me&eimi vsotami koncentracij suspendiranih snovicjae kot
korelacija med pretoki ter koncentracijami.

Za izvedbo analize smo wuporabili 45 m@sb vsot pretokov, koncentracij
suspendiranih snovi ter me&sgh vsot padavin (preglednica 1). Najprej smo pridiyali je
V vzorcu prisotna avtokorelacija. Z uporabo BoxrEaetesta smo ugotovili, da je v seriji
koncentracij suspendiranih snovi prisotna avtolaigd, smo te podatke najprej
transformirali z uporabo Box-Cox transformacije. Zaeverjanje stacionarnosti in
homogenosti vzorca smo uporabili Se Mann-KendallSBHT (angl.standard normal
homogeneity test) testa. Ugotovili smo, da so vsi vzorci primer@ zvedbo analiz. Z
uporabo grafinih in statisttnih testov smo kot robne porazdelitve dilionaslednje
funkcije: generalizirana porazdelitev ekstremnihednosti za pretoke, Gumbelova
porazdelitev za padavine ter log-normalno poratelelza koncentracije suspendiranih
snovi. Za ocenjevanje parametrov smo ponovno ugorabtodo momentov L (Hosking
& Wallis, 1997). Z uporabo statistiega testa Cramér-von Mises in gtafin testov smo
kopulo Gumbel-Hougaard ddfiti kot najprimernejSo za izvedbo analize. Nato smo
generirali 10000 vzorcev na podlagi enakomernezomigve. Z Newtonovo metodo smo
poiskali ntle funkcije, zapisane z etfzo 4.
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Slika 6: Primer raztrosa moznih reSitev @4 v obliki histograma z izrisano neparanteti
gostoto verjetnosti

Slika 6 prikazuje raztros moznih reSitev &ma4, ki smo jih dobili s simulacijo, na sliki
pa je izrisana tudi neparameétra gostota verjetnosti, na podlagi katere smo dalolo
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najverjetnejSo vrednost porazdelitvene funkcije Ksraum neparametfie gostote
verjetnosti). Za vsak mesec smo tako dobili takroszvrednosti (slika 6), na podlagi teh
rezultatov pa smo datdi tudi empiri¢ne intervale zaupanja.
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Slika 7: Primerjava rezultatov kopula modela (lexa)ocenjevanje vrednosti koncentracij
suspendiranih snovi z izrisanimi 20 % intervali ganja in rezultati oldajnih regresijskih modelov
(desno)

Primerjava med modelom kopula ter medcapimi regresijskimi modeli je prikazana
na sliki 7. Pri modelu kopula so izrisani tudi em$ii intervali zaupanja. Nato smo z
uporabo testov primerjali 4 predlagane modele. @ldlemo se za uporabo Nash-Sutcliffe,
RMSE (angl.root mean sgquare error) ter MAE (angl.mean absolute error) testov, poleg
tega smo izréaunali tudi povpréno razliko med izmerjenimi in napovedanimi
(modeliranimi) vrednostmi, preverili pa smo tudgkne so razlike med minimalnimi,
maksimalnimi in srednjimi vrednostmi. Rezultati gokazani v preglednici 4. Opazimo
lahko, da pri modelu kopula dobimo boljSe rezultaiepri regresijskin modelih. Rezultati
tudi z uporabo modela kopula niso najboljSi (slWa so pa boljSi kot tisti, do katerih bi
prisli z uporabo metod, ki se &iaoma uporabljajo za ocenjevanje vrednosti koneijtr
suspendiranih snovi. Iz preglednice 4 lahko vidinga, regresijski modeli podcenijo
maksimalne vrednosti in precenijo minimalne vredinksncentracij. Tudi v tem primeru
smo z uporabo modela kopula dosegli izboljSanjelltatov. Cilj je dobiti¢im manjSe
vrednosti testov RMSE in MAE, ter vrednost testaEN8n blizje vrednoti 1. Regresijski
modeli so dali boljSe rezultate le pri oceni po¥pee vrednosti, kar pa je verjetno
posledica dejstva, da je varianca teh modelov raanjs
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Preglednica 4: Primerjava rezultatov rézih modelov za ocenjevanje vrednosti koncentracij
suspendiranih snovi

Podatki Model kopula Linearni Eksponentni Pollnom 2.
model model stopnje
Nash-Sutcliffe 1 0,22 0,16 0,08 0,16
RMSE 0 1015 1053 1101 1048
MAE 0 682 773 798 762
Povpre&na
razlika %] 0 6,7 28,6 29,5 28,6
Minimalna 604 918 1243 997 1364
napoved [g/m
Srednja napoved ,,,, 1520 1725 1712 1725
[g/m’]
Maksimalna 4939 4058 3037 2421 3360

napoved [g/f]

Analizarezultatov in razprava

Pri bivariatnih verjetnostnih analizah visokovodrddov smo ugotovili, da razlike med
posameznimi kopulami iz Arhimedove druzine kopuwlt &0 Gumbel-Hougaard ali Frank,
niso izrazite (Sraj et al., 2013a). Za modelirapg@a konice pretokov in pripadajb
volumnov visokovodnih valov smo izbrali kopulo Guemiougaard, kar je v skladu z
ugotovitvami nekaterih drugih raziskovalcev (Powdiral., 2007; Karmakar & Simonovic,
2009). Uporaba kopul, ki nimajo poudarka na zgemjebu porazdelitve (anglpper tail
dependence), kar je recimo kopula Frank iz Arhimedove druzkepul, lahko pripelje do
tega, da podcenimo vrednosti, ki pripadajo deio povratni dobi (Poulin et al., 2007). Pri
primerjavi univariatnih (ol@iajnih) in skupnih bivaraitnih povratnih dob smo tmali
(Sraj et al., 2013a), da velja zvegdk < TYN < TAND Kkar je v skladu z ugotovitvami
drugih raziskovalcev (Salvadori et al., 2007).

Pri trivariatnih verjetnostnih analizah smo upoliabazlicne v literaturi pogosto
uporabljene kopule (Ma et al., 2011; Ganguli & Rgd2D13). Z uporabo statigtiih ter v
literaturi pogosto uporabljenih grafiih testov (Genest & Favre, 2007) smo ddio
najustreznejso funkcijo kopula. Ponovno smo izbdrapulo Gumbel-Hougaard. Izfanali
pa smo tudi skupni povratni dobi OR ter AND (Gamg&l Reddy, 2013). Tudi pri
trivariatnem primeru smo ugotovili, da velja zveZgi, < TN < TA'D. Vrednosti
povratnih dob so bile odvisne od lastnosti funkagpul, predvsem od obnaSanja na
zgornjem robu porazdelitve (Poulin et al., 2007).

Pri trivariatnih verjetnostnih analizah konic phed@, volumnov valov ter vrednosti
koncentracij suspendiranih snovi smo uporabili epagtopek kot pri trivariatnih analizah
visokovodnih valov. Z uporabo grafiih in statisttnih testov (Genest & Favre, 2007;
Genest et al., 2009; Kojadinovic et al., 2011) sto&xili kopulo Gumbel-Hougaard kot
najprimernejso za izvedbo analiz. To kopulo smaakhkudi zaradi dejstva, ki smo ga
uposStevali Ze pri bivariatnih analizah, in sicedalako nekatere kopule podcenijo ocenjene
vrednosti spremenljivk, ki pripadajo izbrani skugovratni dobi (Poulin et al., 2007).
Predstavljena metodologija se je izkazala za uparalpredvsem pa bi rezultati
verjetnostnih analiz morali biti bolj zanesljivigjsv analizah hkrati upoStevamo tri
spremenljivke, medtem ko pri @dijnih univariatnih verjetnostnih analizah upoStewdm
eno spremenljivko.
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Ocenjene vrednosti koncentracij suspendiranih sniowo rezultat kopula modela, bi
lahko ozndili za bolj zanesljive od tistih, ki jih lahko iz¢anamo z regresijskimi modeli
(slika 7), saj poleg vrednosti pretokov pri ocemjeju upostevamo tudi vrednosti padavin,
kar predstavlja izboljSavo do sedaj v praksi négvat uporabljenin metod. Postopek
izvedbe analize je enak kot pri prvih treh problenki smo jih obravnavali, s to razliko, da
nas tukaj ne zanimajo povratne dobe, ampak zelawvesti simulacije z uporabo eitee 4.
Teoreténo bi lahko v model vpeljali Se ¥espremenljivk in tako poskusSali izboljSati
konéne rezultate modela, vendar bi v tem primeru padtopseboval dodatne korake
(Salvadori et al., 2007). Stevilo uporabljenih paesrov pri kopula modelu je nekoliko
vecje od Stevila parametrov pri regresijskin modedidy, moramo oceniti parameter kopule,
ki opisuje odvisnost (vse uporabliene kopule imdjoparameter, obstajajo pa tudi
kompleksnejSe kopule z &egyarametri), poleg tega pa ocenjene vrednosticdotodi
pasovna Sirina (anghandwidth) izbrane neparametrie porazdelitvene funkcije. Daiii
pa je potrebno Se parametre porazdelitvenin funké&ly opisujejo modelirane
spremenljivke.

Zakljueki

V prispevku smo prikazali uporabo funkcij kopula 8#rih prakttnih primerih.
Obravnavali smo bivariatne ter trivariatne analmokovodnih valov reke Save v Litiji,
naredili smo trivariatne verjetnostne analize kormioetokov, volumnov valov ter
koncentracij suspendiranih snovi, za kar smo upbnabdatke s postaje Gornja Radgona
na reki Muri. Poleg tega smo definirali model, geken lahko na podlagi vrednosti
pretokov ter padavin ocenimo vrednosti lebdeplavin (SSC) in obenem tudi definiramo
empiricne intervale zaupanja. Za izgradnjo tega modela sioer uporabili mesee vsote
hidroloskih spremenljivk, vendar bi bila aplikacijaozna tudi na dnevnih vrednostih, kar
pa presega okvire tega prispevka.

Med izvajanjem analiz smo ugotovili, da je za hidgke probleme v v&ni primerov
najprimernejsa kopula Gumbel-Hougaard, ki spada@ takArhimedovo druzino kot v
druzino kopul ekstremnih vrednosti. Za ocenjevapgametrov kopul smo uporabili
razlicne metode, kot so metoda momentov, metoda &jeye verjetja ter pseudo metoda
najvetjega verjetja. Pri verjetnostnih analizah smo darali skupne povratne dobe
imenovane OR ter AND, pri ocenjevanju parametrovspao s simulacijami ocenili
vrednosti koncentracij suspendiranih snovi. Ker srmael za ocenjevan@SC vrednosti
definirali sami, rezultatov analiz nismo mogli penati z rezultati iz literature, ampak le z
rezultati regresijskin modelov, kjer smo ugotovilia je predstavljena metodologija za
ocenjevanje vrednosti koncentracij suspendirantvisprimerna. MoZna pa bi bila tudi
razSiritev modela, tako da bi uposStevali dnevnewosti spremenljivk.

Uporaba funkcij kopula na praktiih primerih je pokazala, da so kopule uporabno
matematino orodje, ki ga lahko uporabimo pri Stevilnih prakih problemih v
hidrologiji, kjer nastopa wemedsebojno bolj ali manj odvisnih spremenljivk.
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Zahvaljujemo se Agenciji RS za okolje za posredevaodatke, ki smo jih uporabili za
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