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Na $tudijskih sre¢anjih v osnovnih in srednjih $olah smo se z ucitelji matematike lotili preiskovanja. V vlogi
ucecih smo si zadali cilj, da pois¢emo ¢im ve¢ razli¢nih nacinov reSevanja dane problemske naloge. Nekatere

od nacinov resevanja predstavljamo v prispevku.
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Difference of Squares

Abstract

At academic meetings in primary and secondary schools, we tried our hand at investigation with mathematics
teachers. Assuming the role of learners, we set the goal of finding as many different ways as possible of solving
the given problem-solving task. Some of these ways are presented in the article.

Keywords: investigation, generalization, difference of squares, (number) pattern, algebraic notation, compu-

ter spreadsheets, multiples

Uvod

Na srecanju $tudijskih skupin za matematiko smo se z osnovno-
$olskimi in srednjesolskimi ucitelji matematike v okviru Ucenja
in poucevanja matematike s preiskovanjem ukvarjali z enakim
matemati¢nim problemom (Slika 1).

Osnovnosolski ucitelji matematike so re$evali problem:

%

Razlika dveh kvadratov

Nedatora naravna Stevila lahko mapilemo kol razliko
kvadratow dveh naraviih Sevll

G"ﬂ

Ma primer;

0= 5= 40

Katera naravna stevila lahko zapi$emo kot razliko kvadratov dveh naravnih stevil?
Razis¢i, za katera naravna $tevila to velja.

Kaj si ugotovil? Zapisi.

Ali opazi$ kakSen vzorec? Predstavi ga.

Slika 1: Matemati¢ni problem
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Pristope k reSevanju smo razdelili v tri ve¢je skupine:

1. Preiskovanje Stevilskih vzorcev do posplosevanja in algebr-
skega zapisa

2. Preiskovanje z algebro
3. Preiskovanje v geometriji

V tem prispevku si bomo podrobneje ogledali prva dva pristopa
k resevanju.

1. Preiskovanje stevilskih vzorcev
do posplosevanja in algebrskega zapisa

Predvidevamo, da bi se osnovnosolci lotili resevanja s preizku-
$anjem posameznih Stevilskih vrednosti, nato bi primere siste-
mati¢no urejali in $ele potem bi sistemati¢no preiskovali. Nava-
jamo razli¢ne pristope k resevanju problema na nivoju tevilskih
VZOIcev.

1.1 Prvi nacin preiskovanja

Sistemati¢nega urejanja se lahko lotimo tako, da za vsako od na-
ravnih $tevil (po)is¢emo kvadrata naravnih Stevil s to razliko. Pri
tem nam je lahko v pomoc¢ tabela kvadratov naravnih $tevil ali pa
uporabljamo Zepno rac¢unalo.
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Ta nacin je precej neproduktiven, saj je tezko poiskati naravni
stevili, katerih kvadrata dajeta Zeljeno razliko. Poleg tega ne mo-
remo utemeljiti, da nekega $tevila sploh ni mozno zapisati kot
razliko dveh kvadratov. Morda pa samo ne znamo najti resitve.
Je pa ta nacin dobra vaja v urjenju kvadriranja.

Preglednica 1: Z zeleno so obarvana stevila od 1 do 30, ki jih lahko
zapisemo kot razliko kvadratov dveh naravnih stevil.

1= 11=62-5 21=57-22
2= 12=4-2 2=
3=2-1 13=72-6 23=122-11
4= 14= 24=7"-5
5=32-22 15=82-7 25=132-12
6= 16=52-3 26=
7=4-32 17=92-8 27=6-3?
8=32-12 18= 28=8-6
9=5-42 19=102-9 29=152-14
10= 20=62-4 30=

Obrnimo nacin reSevanja in najprej sistemati¢no kvadriramo
Stevila ter nato iS¢emo razliko kvadratov, kot je ponazorjeno v
preglednici 2.

Preglednica 2: Eden od nacinov sistemati¢nega postopka resevanja.

2-12=3 P-12=8 [ 4-12=15 | 52-12=24
$-22=5 | 4£-22=12 |52-22=2]

4#-3=7 |5-3=16

5-42= 9

Sistemati¢no lahko preiskujemo tudi tako, da najprej kvadrira-
mo Stevila, ki se razlikujejo za 1 (za 2, 3, 4 ...) ter izratunamo
razliko teh kvadratov (glejte preglednico 3). Nato izpisemo $te-
vila, ki so dobljena kot razlika dveh kvadratov naravnih $tevil.

Iz preglednice 3 je razvidno, da nekatera Stevila lahko na vec
razli¢nih nacinov zapiSemo kot razliko dveh kvadratov. Npr.:

15=4%-1%*intudi 15=8*-7224=7?-5%in tudi 24 = 5* - 1%. 32
=9?-7%in tudi 32 = 6> - 22

Ce Zzelimo ugotoviti, katera od naravnih $tevil lahko zapisemo
kot razliko dveh kvadratov, jih moramo iz preglednice 3 sistema-
ti¢no zbrati/izpisati. Kot razliko kvadratov dveh naravnih $tevil
lahko zapisemo naslednjih 20 naravnih stevil do $tevila 30 (ure-
jena so po velikosti): 3,5,7,8,9,11, 12, 13,15, 16, 17, 19, 20, 21,
23, 24, 25,27, 28, 29. Ta zapis nam pri iskanju pravila kaj dosti
ne koristi. Zato polja s tevili, ki jih lahko zapiSemo kot razliko
kvadratov dveh naravnih $tevil, pobarvamo v shemi zaporednih
Stevil.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 929 100

101 102 103 104 | 105 106 | 107 | 108 | 109 | 110

1M 112 113 114 115 116 117 118 119 120

121 122 123 124 | 125 126 127 128 129 130

131 132 133 134 | 135 136 | 137 138 | 139 | 140

Shema 1: Obarvana so polja v shemi z naravnimi stevili do 140, ki jih
lahko zapisemo kot razliko kvadratov dveh Stevil iz mnozice N.

V obarvani shemi takoj opazimo vzorec, ki nam nakazuje, da bi
morali pobarvati Se polji s $teviloma 1 in 4. Stevili 1 in 4 lahko

Preglednica 3: Z zeleno so obarvana stevila, ki jih zapisemo kot razliko kvadratov dveh naravnih Stevil, ki se razlikujeta za 1, 2, 3 oziroma 4.

Stevili, ki ju kvadriramo, se
razlikujeta za 1.

2-12=4-1=3
32-21=9-4=5
4-32=16-9=7
52-42=25-16=9
62-5'=36-25=1]
72-62=49-36=13
82-7'=64-49=15

Ucenci ugotovijo, da
- zaporedje Stevil naras¢a za 2,
- dobijo liha stevila.

Stevili, ki ju kvadriramo, se
razlikujeta za 2.

32-12=9-1=38
4-22=16-4=12
52-32=25-9=16
62-42=36-16=20
72-52=49-25=24
82-62=64-36=28
92-72=81-49=32

Zaporedje Stevil narasca za 4.

Dobljena stevila so soda
(oz. deljiva z 2), deljiva s 4.

Stevili, ki ju kvadriramo, se
razlikujeta za 3.

4$-12=16-1=15
52-22=25-4=2]
62-32=36-9=27
72— 42=49-16=33
82-52=64-25=39
92-62=81-36=45
102-72=100-49=51

Zaporedje stevil narasc¢a za 6.
Dobljena stevila so liha,
deljiva s 3.

Stevili, ki ju kvadriramo, se
razlikujeta za 4.

52-12=25-1=24
62-22=36-4=32
72-32=49-9=140
82-4=64-16=48
92-52=81-25=56
102-6%=100- 36 = 64
112-72=121-49=72

Zaporedje stevil naras¢a za 8.
Dobljena stevila so soda,
deljivas4,z8.
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dobimo kot razliko dveh kvadratov le v primeru, da upo$tevamo
kvadrate naravnih $tevil in $tevila 0. Velja 1 - 0= 1in 22 - 0* = 4.

Zaradi te ugotovitve smo za izvedbo Studijskih skupin za srednjo
$olo spremenili in dopolnili navodilo naloge.

Nekatera naravna stevila lahko zapisemo kot razliko
kvadratov dveh Stevil iz mnoZice N,

Npr.:
9=52-42
28 =82- 67

Raziscite, za katera naravna Stevila to velja.
Zapisite ugotovitve in pripravite porocilo.

V spodnji shemi so obarvana polja z naravnimi $tevili do 140, ki
jih lahko zapisemo kot razliko kvadratov dveh $tevil iz mnozice
N,. V tem primeru nam barvanje polj z reditvami pokaze $tevil-
ski vzorec, iz katerega lahko delamo posplositve.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
1M1 112 113 114 115 116 117 118 119 120
121 122 123 124 125 126 127 128 129 130
131 132 133 134 135 136 137 138 139 140

Shema 2: Obarvana so polja v shemi z naravnimi stevili do 140, ki jih
lahko zapisemo kot razliko kvadratov dveh stevil iz mnoZice N .

Ugotovimo, da se med dvema zaporednima $teviloma, ki ju ne
moremo napisati kot razliko kvadratov dveh $tevil iz mnozice
N, nahajajo tri zaporedna naravna stevila, ki jih lahko zapisemo
kot razliko kvadratov dveh $tevil iz mnozice N . Tako ostane ne-
pobarvano vsako Cetrto polje v shemi. To bi bilo lazje razvidno,
¢e bi namesto sheme, ki ima 10 $tevil v vrsti, uporabili shemo, ki
ima manj/ve¢ Stevil v vrsti ali pa $tevilski trak (Shema 3).

Ugotovimo: Kot razliko kvadratov dveh stevil iz mnozice N, lah-
ko zapiSemo vsa naravna $tevila, razen Stevil: 2, 6, 10, 14, 18, 22,
26, 30, 34, 38, 42, 46, 50 ... Opazimo, da so vsa ta $tevila soda in
da jih lahko zapisemo kot dvakratnik zaporednega lihega tevila:
2=2-1,6=2-3,10=2-5,14=2-7,18=2-9,22=2-11,

26=2-13,30=2-15 ... Torej: $tevil oblike 2(2x - 1) = 4x - 2,
x € N, ne moremo zapisati kot razlike kvadratov dveh stevil iz
mnozice N .

Pri delu si lahko pomagamo z racunalnigkimi preglednicami kot
na sliki 2.

il A | AP v

Slika 2: Delovni list iz delovnega zvezka v excelu. Datoteka, ki je v aktiv-
ni obliki, se nahaja v spletni udilnici studijskih skupin za matematiko v
mapi Gradiva Studijskega srecanja 2019.

Pri tem primeru je zelo dobrodosla uporaba racunalniskih pregle-
dnic, ki precej olajsajo delo, poleg tega nam pa ponujena aktivnost
nudi priloznost za realizacijo ciljev iz ucnega nacrta za matema-
tiko v OS, po katerem naj bi se Ze Sestosolci srecali z enostavni-
mi racunalniskimi preglednicami in se jih naucili uporabljati, v
naslednjih letih Solanja pa naj bi to znanje le se dopolnjevali in
elektronske racunalniske preglednice uporabljali pri razlicnih te-
matskih sklopih.

Ob tem primeru preiskovanja se ucenci v racunalniskih pregledni-
cah naucijo kreirati zaporedja (nize stevil), racunati vrednosti eno-
stavnih stevilskih izrazov, kopirati formule in jih prenasati znotraj
stolpea ali vrstice (niza) ali jih uporabljati na razlicnih delovnih
listih znotraj istega delovnega zvezka. Na podlagi velikega stevila
primerov laZje posplosujejo in isCejo resitve, saj ne izgubljajo casa
z racunanjem. Ko imajo izpolnjeno prvo vrstico s Stevili in v vseh
poljih vpisane formule za racunange, lahko te formule samo prene-
sejo (kopirajo in prilepijo) v naslednje vrstice in dobijo preglednico
s poljubnim Stevilom resitev problema.

1.2 Drugi nacin preiskovanja

Vrednosti izraza a® - b* zberimo v preglednici, pri ¢emer $tevilo
a zapisujemo v vrstice, $tevilo b pa v stolpce preglednice.

V preglednici 4 opazimo Stevilske vzorce. Po diagonali pregle-
dnice se nahajajo same nicle, saj v primeru, ko je a = b, velja
a*-b*=0.

Na vzporednicah diagonale najdemo naslednja zaporedja Stevil-
skih vrednosti za a* - b%

o Zaporedje lihih $tevil: 1, 3,5,7,9, 11, 13 ... dobimo v primeru,
kojea-b=1

112 (3|45 |67 |89 |1011(12|13]|14]15]16

17

18 (192021 (22|23 |24(25|26|27 (28|29 |30|31]32]33

Shema 3: Obarvana so polja na traku z naravnimi $tevili do 33, ki jih lahko zapisemo kot razliko kvadratov dveh Stevil iz mnozice N

20



Matematika v %ol &. 2., letnik 27, 2021 IZ TEORIJE ZA PRAKSO

V stolpcih preglednice 5 najdemo naslednja zaporedja $tevilskih

a—b? i’ vrednosti za a® - b?
0 1 2 3 4 5 6 7
o V prvem stolpcu so kvadrati $tevil iz mnozice Nj:0,1,4,9, 16,
0 0 25, 36,49, 64, 81 ... torej Stevila oblike x*

o V drugem stolpcu so $tevila: 0, 3, 8, 15, 24, 35, 48, 63, 80, 99
2 4 3 0 ... ki so za 1 manj$a od kvadratov Stevil, torej Stevila oblike
xX*-1=x*-1°

3 9 8 5 0

V tretjem stolpcu so $tevila: 0, 5, 12, 21, 32, 45, 60, 77, 96

... ki so za 4 manj$a od kvadratov $tevil, torej Stevila oblike
5 | 25 | 24 | 21 | 16 | 9 0 o h= D2

o
L]

4 16 15 12 7

S I I I A I I 0 o V Cetrtem stolpcu so $tevila: 0, 7, 16, 27, 40, 55, 72, 91, 112

7 | 49 | 48 | 45 | 40 | 33 | 24 | 13 | © ... ki so za 9 manjsa od kvadratov Stevil, torej Stevila oblike
X -9=yx-3

Preglednica 4: Tabeliranje izraza a*- b>za a > b.
o V petem stolpcu so Stevila: 0, 9, 20, 33, 48, 65, 84, 105, 128
o Zaporedje veckratnikov $tevila $tiri: 4 , 8, 12, 16, 20, 24 ... ... ki so za 16 manjsa od kvadratov §tevil, torej $tevila oblike
dobimo v primeru, kojea - b =2 X - 16 = x* - 4?

o Zaporedje lihih veckratnikov Stevila 3 od $tevila 9 naprej: 9, V $estem stolpcu so $tevila: 0, 11, 24, 39, 56, 75, 96, 119, 144

15,21, 27,33 ... dobimo v primeru, kojea - b =3 ... ki so za 25 manjsa od kvadratov §tevil, torej $tevila oblike
X -25=x*-5
o Zaporedje veckratnikov Stevila 8 od $tevila 16 naprej: 16, 24,
32,40 ... dobimo v primeru, ko jea - b =4 o V sedmem stolpcu so $tevila:
] ) ) ... ki so za 36 manjsa od kvadratov Stevil, torej stevila oblike
o Zaporedje lihih veckratnikov Stevila 5 od $tevila 25 naprej: 2-36=x-6

25, 35,45 ... dobimo v primeru, kojea -b =5
o V osmem stolpcu so Stevila: 0, 15, 32, 51, 72, 95, 120, 147 ...

o Zaporedje veckratnikov stevila 12 od stevila 36 naprej: 36, 48, ki so za 49 manjsa od kvadratov Stevil, torej §tevila oblike
60 ... dobimo v primeru, kojea-b=6 P49 =x2_ T2

° o V devetem stolpcu so Stevila: 0, 17, 36, 57, 80, 105, 132, 161

... ki so za 64 manjsa od kvadratov Stevil, torej $tevila oblike

Ve¢ stevilskih vrednosti, ki nam olajsajo posplosevanje, zberemo
v rac¢unalniskih preglednicah (glejte preglednico 5). Po stolpcih
preglednice opazimo $e do sedaj neopisane vzorce $tevil, zato se
jim na tem mestu podrobneje posvetimo.

xX-64=x"-8

a-v'| of 1| 2| 3| & s| s 7| 8| of 10| 11| 12| 13| 1a| 15| 18] 17] 18] 19| 20| 21] 22

o o

1] 1] o

2| & 3

3l o] = [

4l 16] 15 o

5| 25| 24] 21 1 sl o

& 38| 35| 32| 27] 20 11

7l 49] 48] 45| 40| 33] 24 0

Bl 64| 53] e0] 55| 48] 39 15

gl 81| sa] 77| 72| &s] sa 32

10j100] 99 46| 91| 84] 75 51

11121120 117] 112] 105] oe 72

12] 144] 143] 140] 135] 128]{ 119 % f )

13] 169] 168] 165] 160] 153] 144 120 B Bl 25

18] 196] 195] 192] 187] 180|171 147 sl 27|

15| 225] 224] 221] 215] 200] 200 176 ai| s6| 29

16] 256] 255] 252] 247] 240] 231 207 17 112| 87 e0] 31] ©

A7) 289) 288] 255] 280] 273 264 240 145] 120 93] 64| 33

18| 324) 323] 320| 315] 308| 299 75 03] 180| 155| 128] 99| &3] 35 Preglednica 5:
|- 119 361 360| 357| 352] 345] 336 312| 797|280 217| 192| 165] 136| 106| 72 0 Tabeliranje izraza
I 20]400] 399 196] 301| 384] 375 51 256 231| 204] 175] 144] 112 | 0 @-b*zaa=bs

21) 441 440] 437] 432[ 425|416 302 20| 297| 272] 245] 216| 185[ 152 80| 41 pomogjo racunalniskih

22| a8a] a83] au0] 75| 468|459 435| 420] 40 3] 340| 315| 288 )| 228| 195 123| B4 9 preglednic.
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o V desetem stolpcu so Stevila: 0, 19, 40, 63, 88, 115, 144, 175
... ki so za 81 manj$a od kvadratov Stevil, torej $tevila oblike
x*-81=x*-92

o V n-tem stolpcu so $tevila, ki so za (n - 1) manjsa od kvadra-
tov $tevil, torej Stevila oblike x? - (n - 1)%

Opazimo, da se v takem zapisu nekatera $tevila pojavijo veckrat,
npr. $tevilo 0 je v vseh zaporedjih, $tevili 9 in 16 se pojavita dva-
krat ...

Preverimo $e, ali smo na ta nacin iskanja in ponazarjanja stevil,
ki jih dobimo kot razliko kvadratov dveh $tevil iz mnoZice N ,
dobili vsa naravna $tevila, ki smo jih s sivo obarvanim poljem
oznacili Ze v shemi 2.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 12 14 15 16 17 18 20
21 22 24 25 26 27 30

32 33 34 35 36 38 39 40
41 42 45 46 47 48 49 50

Shema 4: Naravna stevila do 50, ki jih lahko zapisemo kot razliko kva-
dratov dveh Stevil iz mnozice N .

Ugotovimo, da smo v shemi 4 z istimi barvami, s katerimi smo
obarvali dolocena Stevila v preglednici 5, obarvali vsa stevila v
sivih poljih sheme 2 do $tevila 50, razen Stevila 47, ki se v pregle-
dnici 5 nahaja Sele v 25. vrstici kot vrednost 24* — 23% = 47. Opa-
zimo, da so v preglednici 5 nekatera relativno majhna stevila, ki
so v preglednici sicer ponazorjena blizu diagonale, zelo dale¢ od
»izhodi$¢a« (levega zgornjega polja) preglednice.

1.3 Tretji nacin preiskovanja
Z opazovanjem Stevilskih vzorcev lahko zapiSemo mnoge po-

splositve in ugotovitve. Vzorce $tevil lahko posplosimo do alge-
brskega izraza.

o Stevili, ki ju kvadriramo, se razlikujeta za 1.

o Stevili, ki ju kvadriramo, se razlikujeta za 2.

22-0°=4-0=4
32-12=9-1=8
42-22=16-4=12
52-32=25-9=16
6’-4=36-16=20
72-52=49-25=24
8-62=64-36=28

Ce odstejemo kvadrata dveh
Stevil izmnoZice N, ki imata
razliko 2, dobimo veckratnik
Stevila 4.

X-(x-22=4x-4=4(x-1),
XEN, x>2

(2+0(2-0=2-2=4
B+MB-1=4.2=8
(4+2)(4-2)=6-2=12
(5+3)(5-3)=8-2=16
(6+4)6-4)=10-2=20
(7+5)(7-5=12-2=24

(8+6)(8-6)=14-2=28
Produkt dveh sodih Stevil je sodo
Stevilo, ki je veckratnik Stevila 4.

Rdece Stevilo je veckratnik Stevila 4.
4=2-2)

Zeleno Stevilo je vsota Stevil z
razliko 2. Obe Stevili sta sodi ali obe
lihi, zato je tudi njuna vsota sodo
Stevilo oz. veckratnik Stevila 2.
Vijoli¢asto Stevilo je vedno 2
(razlika obeh tevil).

Stevili, ki ju kvadriramo, se razlikujeta za 3.

32-02=9-0=9
4-12=16-1=15
52-22=25-4=21
62-32=36-9=27
7*-4*=49-16=33
82-52=64-25=39
92-6°=81-36=45

Ce odstejemo kvadrata dveh
Stevil izmnoZice N, ki imata
razliko 3, dobimo lihi veckratnik
Stevila 3.

xX2—(x-3)2=6x-9=3(2x-3),
XEN, x=>3

(3+0)(3-0)=3-3=9
(4+14-1)=5.3=15
(5+2)(5-2)=7-3=21
(6+3)(6-3)=9-3=27
(7+4)(7-4=11-3=33
(8+5)(8-5=13-3=39
(

Produkt dveh lihih stevil je liho
stevilo.

Rdece stevilo je lihi veckratnik
Stevila 3, saj je vijoli¢asto Stevilo
vedno 3 (razlika obeh stevil),
zeleno Stevilo (vsota Stevil z
razliko 3) pa je vedno liho (saj je
eno od $tevil vedno sodo, drugo
pa vedno liho).

Stevili, ki ju kvadriramo, se razlikujeta za 4.

12-02=1-0=1 1+00-0=1-1=1
22-12=4-1=3 +12-1=3-1=3
32-22=9-4=5 (3+2)(3-2)=5-1=5
42-32=16-9=7 (4+3)4-3)=7-1=7
52-42=25-16=9 (5+4)(5-4=9-1=9
6°-52=36-25=11 (6+5)(6-5=11-1=11

72-6*=49-36=13 (7+6)(7-6)=13-1=13
Produkt dveh lihih Stevil je liho
Ce odstejemo kvadrata dveh Stevilo.
Stevil izmnoZice N, kiimata
razliko 1, dobimo liho Stevilo. Vsota dveh zaporednih Stevil iz
mnoZice N (od katerih je eno
liho, drugo pa sodo) je vedno
liho Stevilo. Vijolicasto Stevilo je

vedno 1 (razlika obeh stevil).

xX-(x-12=2x-1,x€eN

22

42-0*=16-0=16
52-12=25-1=24
62-22=36-4=32
72-32=49-9=40
8-42=64-16=48
9?-52=81-25=56
102-6*=100-36=064

Ce odstejemo kvadrata dveh
Stevil iz mnoZice N, ki imata
razliko 4, dobimo veckratnik
stevila 8.

X—(x-4)2=8x-16=8(x-2),
XEN,x>4

4+0)(4-0)=4-4=16
G+1)(5-1)=6-4=24
6+2)(6-2)=8-4=32
(7+3)(7-3)=10-4=40
(8+4)(8-4)=12-4=48
(

(10+6)(10-6)=16-4=064
Produkt dveh sodih stevil je sodo
stevilo, ki je veckratnik Stevila 4.

Rdece stevilo je veckratnik Stevila
8. (8=2-4)

Zeleno stevilo je vsota Stevil z
razliko 4. Obe Stevili sta sodi ali
obe lihi, zato je tudi njuna vsota
sodo Stevilo oz. veckratnik Stevila
2.

Vijolicasto Stevilo je vedno 4
(razlika obeh stevil).
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o Stevili, ki ju kvadriramo, se razlikujeta za 5.

-0°=25-10=25
6 -12=36-1=35
72-22=49-4=45
82-32=64-9=55
92-42=81-16=065
102-52=100-25=75
112-62=121-36=85

Ce odstejemo kvadrata dveh
Stevil izmnoZice N, kiimata
razliko 5, dobimo lihi veckratnik
Stevila 5.

X2 —(x-5)2=10x-25=5(2x-5),

XEN,x=>5

(5+0)(5-0)=5-5=25
6+1)6-1)=7-5=35
(74+2)(7-2)=9-5=45
(8+3)8-3)=11-5=55
(9+4)(9-4)=13-5=65
(

(11+6)(11 —6)=17-5=85
Produkt dveh lihih Stevil je liho
Stevilo.

Rdece Stevilo je lihi veckratnik
Stevila 5, saj je vijolicasto Stevilo
vedno 5 (razlika obeh $tevil),
zeleno Stevilo (vsota Stevil z
razliko 5) pa je vedno liho (saj je
eno od $tevil vedno sodo, drugo
pa vedno liho).

Stevili, ki ju kvadriramo, se razlikujeta za 6.

6°-0°=36-0=36
72-12=49-1=48
82-22=64-4=60
92-32=81-9=72
102-4*=100-16=284
112-52=121-25=96
122-62=144-36=108

Ce odstejemo kvadrata dveh
Stevil izmnoZice N, kiimata
razliko 6, dobimo veckratnik
Stevila 12.

X —-(x-6)2=12x-36=12(x-3),
XEN,x>6

6+0)(6-0)=6-6=36
(7+1)(7-1)=8-6=48
(8+2)(8-2)=10-6=60
9+3)9-3)=12-6=72
(10+4)(10-4)=14-6=84
(11+5)(11-5)=16-6=96

(12+6)(12-6)=18-6=108
Produkt dveh sodih Stevil je

sodo Stevilo, ki je veckratnik

Stevila 4.

Rdece Stevilo je veckratnik
Stevila12. (12=2-6)

Zeleno Stevilo je vsota Stevil z
razliko 6. Obe $tevili sta sodi

ali obe lihi, zato je tudi njuna
vsota sodo Stevilo oz. veckratnik
Stevila 2.

Vijoli¢asto Stevilo je vedno 6
(razlika obeh stevil).

Stevili, ki ju kvadriramo, se razlikujeta za n.

X2 =(x=n)2=2nx-n*=
n(2x-n),xeN,x=n

Ce je n liho 3tevilo, dobimo
lihi veckratnik Stevila n.

Ce je n sodo $tevilo, dobimo
veckratnik Stevila 2n.

—n))=

X+ (x=n))-(x - (x
=n(2x-n)

(2x = n)-(n)

Ce je n liho 3tevilo, dobimo
produkt dveh lihih Stevil,
kar je liho Stevilo n(2x - n).

Ce je n sodo $tevilo, je
n(2x - n) produkt dveh
sodih stevil (dveh
veckratnikov stevila 2), kar
je sodo Stevilo, ki je
veckratnik Stevila 4.

V izrazih desnega stolpca, ki so oblike (x - (x - n)) - (x + (x - n)),
ne dobimo produkta sodega in lihega $tevila oziroma lihega in
sodega Stevila, da bi dobili dvakratnik lihega Stevila.

Torej $tevil, ki so dvakratniki lihega $tevila (2=2-1,6=2-3,10
=2.514=2.7,18=2-9,22=2-11,...), ne moremo dobiti kot
razlike kvadratov dveh $tevil iz mnozice N .

Te ugotovitve so s $tevilskimi primeri na tablo zapisali tudi ude-
lezenci $tudijske skupine za matematiko v osnovni Soli. Glejte
sliko 3.

100 = 1001
502
254
20°5
1010

623 = 897

Slika 3: Zapis uciteljev na tablo.

Iz zapisov sledi, da se kot razlika kvadratov dveh $tevil iz mno-
zice N, lahko zapisejo le Stevila, ki jih lahko vsaj na ena nacin
razcepimo na produkt dveh lihih $tevil (npr. 623 = 89 - 7) ali kot
produkt dveh sodih stevil (npr. 76 =38 -2, 100 =50 -2 = 10 - 10).

Stevila 18 pa ne moremo zapisati kot produkt dveh sodih ali dveh
lihih $tevil (18 =1-18 =29 =36, saj je vedno en faktor sod,
drugi pa lih), zato ga ne moremo zapisati kot razlike kvadratov
dveh $tevil iz mnozice N,

Barvanje stevil v shemi

V shemi naravnih Stevil pobarvamo polja s $tevili, ki jih lahko
zapi$emo kot razliko kvadratov dveh Stevil iz mnozice N,. Glejte
shemo 5. Najprej z zeleno pobarvamo polja z lihimi $tevili, saj jih
dobimo kot razliko kvadratov dveh stevil iz mnozice N, ki imata
razliko 1. Nato z oranzno pobarvamo polja z veckratniki Stevila
4, saj jih dobimo kot razliko kvadratov dveh stevil iz mnozice N,
ki imata razliko 2.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 29 100

Shema 5: Pobarvana so polja z naravnimi $tevili do Stevila 100, ki jih
lahko zapisemo kot razliko kvadratov dveh $tevil iz mnoZice N .
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Ko Zelimo pobarvati tiste veckratnike tevila 3, ki jih dobimo kot
razliko kvadratov dveh stevil iz mnozice N, ki imata razliko 3,
ugotovimo, da so $tevila 9, 15, 21, 27, 33, 39, 45 ... Ze pobarvana
z zeleno, saj so to liha stevila. (Predlagamo, da ta $tevila v she-
mi obkrozite in preiskujete nastali $tevilski vzorec.) Torej: Stevila
oblike 6x - 9 =3(2x - 3), x € N, x > 3, so liha Stevila.

Ko Zelimo pobarvati tiste veckratnike Stevila 4, ki jih dobimo
kot razliko kvadratov dveh $tevil iz mnozice N, ki imata razli-
ko 4, ugotovimo, da so Stevila 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64 ... Ze
pobarvana z oranzno, saj so to veckratniki stevila 4. Torej:
vsi veckratniki $tevila 8 so tudi veckratniki $tevila 4, saj velja:
8x-16=8(x-2)=4(2x-4),x€ N, x> 4.

Ko Zelimo pobarvati tiste veckratnike Stevila 5, ki jih dobimo
kot razliko kvadratov dveh $tevil iz mnozice N, ki imata razli-
ko 5, ugotovimo, da so Stevila 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85 ... Ze
pobarvana z zeleno, saj so to liha stevila. Torej: $tevila oblike
10x - 25 =5(2x - 3), x € N, x > 5, so liha Stevila.

Ko Zelimo pobarvati tiste veckratnike Stevila 6, ki jih dobimo
kot razliko kvadratov dveh $tevil iz mnozice N, ki imata razli-
ko 6, ugotovimo, da so Stevila 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108 ... Ze
pobarvana z oranzno, saj so to veckratniki stevila 4. Torej: vsi
veckratniki $tevila 12 so tudi veckratniki Stevila 4, saj velja:
12x-36=12(x-3)=4(3x-9),x €N, x> 6.

Posplosimo:

Vsa liha $tevila lahko zapiSemo kot razliko kvadratov dveh
Stevil iz mnozice N, ki imata liho razliko.

Vse veckratnike Stevila 4 lahko zapisemo kot razliko kvadra-
tov dveh stevil iz mnozice N, ki imata sodo razliko.

Torej lahko samo nekatera soda $tevila zapiSemo kot razliko kva-
dratov dveh Stevil iz mnozice N, in to so samo tista soda $tevila,
ki so hkrati tudi veckratniki $tevila 4. V shemi 5 so ostala ne-
pobarvana soda Stevila, ki niso veckratniki Stevila 4, saj jih ne
moremo zapisati kot razliko kvadratov dveh stevil iz mnozice N,.
Torej stevil oblike 4x — 2 =2(2x - 1), x € N, ne moremo zapisati
kot razlike kvadratov dveh $tevil iz mnozice N,.

2. Preiskovanje z algebro

Srednjesolci so Ze sposobni ta matemati¢ni problem utemeljiti in
tudi dokazati z algebro.

2.1 Prvi nacin reSevanja

Naj bosta $tevili a, b € N, za kateri velja a > b.
Imamo natanko tri moznosti:

1. moZnost: Razlika med $teviloma a in b je liho Stevilo, torej
a-b=2k-1,keN

Ceiz tega zapisa izrazimo a = b + 2k - 1, in to vstavimo v izraz za
a+b,dobimoa+b=b+2k-1+b=2(b+k)-1spetliho stevilo.

24

Iz tega sledi, da je

a?-b=(a-b)a+b)=Q2k-1)20b+k) -1)=
2Qk-1)(b+k) -2k +1=2(2k-1)(b+k)-k)+1

liho $tevilo (produkt dveh lihih $tevil je liho $tevilo).

Ugotovitev: Ce je razlika med $teviloma a in b liho $tevilo, je
tudi razlika kvadratov $tevil a in b liho §tevilo.

Primeri: Ce je k= 1,je a - b = 1 in dobimo: @* - b*=2b + 1 ...
vsa liha Stevila.

Ceje k=2,jea-b=3indobimo: a* - b*=3(2b + 3) ... nekatere
lihe veckratnike $tevila 3.

Cejek=3,jea-b=5indobimo: a* - b>=5(2b +5) ... nekatere
lihe veckratnike $tevila 5.

2. moznost: Razlika med $teviloma a in b je sodo $tevilo, torej
a-b=2k,k€eN,

Ce iz tega zapisa izrazimo a = b + 2k, in to vstavimo v izraz za
a+b,dobimoa + b =b+ 2k +b=2(b+ k) spet sodo $tevilo.

Iz tega sledi, da je
a?-b*=(a-0b)(a+b)=2k(2(b + k)) = 4k(b + k)

veckratnik Stevila 4 (produkt dveh sodih stevil je veckratnik $te-
vila 4).

Ugotovitev: Ce je razlika med $teviloma a in b sodo $tevilo, je
razlika kvadratov $tevil a in b veckratnik $tevila 4.

Primeri:

Cejek=1,jea-b=2indobimo: a* - b*=4(b + 1) ... vse vel-
kratnike $tevila 4.

Cejek=2,jea-b=4indobimo: a* - b*=8(b + 2) ... nekatere
veckratnike $tevila 8.

Cejek=3,jea-b=6indobimo: a’> - b>=12(b + 3) ... nekatere
veckratnike Stevila 12.

3. moznost: Razlika med $teviloma a in b je 0 oziroma $tevili a
in b sta med seboj enaki, iz tega sledi, da je

a-b=@-b)a+b)=0

Ugotovitev: Ce sta $tevili a in b med seboj enaki, je razlika kva-
dratov $tevil a in b enaka 0.

Obravnavali smo vse tri moznosti. Ve¢ moznosti ni. Zato sodih
Stevil, ki niso veckratniki $tevila 4, ne moremo zapisati kot razli-
ko kvadratov dveh $tevil iz mnozice N,
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2.2 Drugi nacin reSevanja

Preiskujmo razliko kvadratov dveh sodih stevil, dveh lihih $tevi-
li, ter po enega sodega in enega lihega. Glejte sliko 4.

§- §2=(2n)2- (2m)?2= 4n? - 4m?= 4(n?- m?)

§-12= (2n)%- (2m - 1)2= 4n?- 4m* + 4m - 1

L2- 2= 4.(...)

Slika 4: Na tabelski sliki je ideja dokaza uciteljev, ki nastala na srecanju
Studijske skupine.

§*-8

Ce kvadriramo dve sodi $tevili (ki sta veckratnika $tevila 2), za
razliko kvadratov dobimo veckratnik $tevila 4.

2n)*-(2m)*=4(n?-m?

Ce sta ti dve sodi Stevili, ki ju kvadriramo, zaporedni sodi $tevili,
dobimo 4-kratnik lihega $tevila: (2m + 2)* - (2m)* =

Polja s 4-kratniki lihega $tevila v shemi 6 pobarvamo z
barvo.

L*-12

Tudi ¢e kvadriramo dve lihi $tevili, za razliko kvadratov dobimo
veckratnik Stevila 4.

2n-12-02m-1)?*=4n*-n-m>+m)

Ce sta ti dve lihi 3tevili, ki ju kvadriramo, zaporedni lihi $tevili,
dobimo 4-kratnik sodega $tevila:

Cm+1)P-2m-12=8m=4-2m.

Polja s 4-kratniki sodega $tevila v shemi 6 pobarvamo z zeleno
barvo.

Torej lahko vse veckratnike Stevila 4 dobimo kot razliko kva-
dratov dveh sodih oziroma dveh lihih stevil. V shemi 6 smo jih
pobarvali z oranzno (4-kratniki lihega $tevila) oziroma z zeleno
(4-kratniki sodega $tevila) barvo.

§2_ 12

Ce od kvadrata sodega $tevila odstejemo kvadrat lihega $tevila,
dobimo liho stevilo.

@2n)?-2m-12=4(m*-m*>+m) -1

Ce sta §tevili, ki ju kvadriramo, zaporedni $tevili, za razliko kva-
dratov dobimo veckratnik Stevila 4 zmanj$an za ena:

2my-02m-12=4m-1.

Veckratnik Stevila 4 zmanj$an za 1 v shemi 6 pobarvamo z mo-
dro barvo.

12-§?

Tudi ¢e od kvadrata lihega $tevila odstejemo kvadrat sodega Ste-
vila, dobimo liho $tevilo.

2n-12-0C2m)=4n*-n-m?)+1

Ce sta stevili, ki ju kvadriramo, zaporedni $tevili, za razliko kva-
dratov dobimo veckratnik Stevila 4 povecan za ena:

Qm+12-Q2m)> =4m+1.

Veckratnik $tevila 4, povecan za 1, v shemi 6 pobarvamo z vijo-
licasto barvo.

Torej lahko vsa §tevila, ki so za 1 ve¢ja oziroma manjsa od
veckratnika $tevila 4, dobimo kot razliko kvadratov po enega
sodega in enega lihega $tevila. V shemi 6 smo jih pobarvali z
modro (za 1 manj$e od veckratnika $tevila 4) oziroma z vijoli¢a-
sto (za 1 ve¢je od veckratnika Stevila 4) barvo.

Shema 6: Pobarvana so polja z naravnimi stevili do 100, ki jih lahko
zapisemo kot razliko kvadratov dveh $tevil iz mnozice N .

V shemi 6 tako ostanejo nepobarvana stevila, ki so za 2 manj-
$a oziroma vecja od veckratnikov Stevila 4, torej Stevila oblike
4m - 2 oziroma 4m + 2.

Torej $tevil oblike 4m - 2 = 2(2m - 1), m € N, (oziroma
4m + 2 =2(2m + 1), m € N)) ne moremo zapisati kot razliko
kvadratov dveh $tevil iz mnozice N .

2.3 Tretji nacin reSevanja

Na srecanju Studijskih skupin so ucitelji s pomocjo algebre zapi-
sali povzetke ugotovitev (slika 5), ki smo jih zapisali ze v prvem
poglavju Preiskovanje stevilskih vzorcev do posplosevanja in alge-
brskega zapisa.
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2.4 Cetrti naéin redevanja

Utitelji so na srecanju $tudijskih skupin s pomocjo algebre do-
kazali, da ce se $tevili, ki ju kvadriramo, razlikujeta za 1, dobimo

s o o = fut) eekraTiigl SEAA liho stevilo. Ce se $tevili, ki ju kvadriramo, razlikujeta za k, dobi-
’ . ' ) mo veckratnik Stevila k. Glejte sliko 6.

er R ok £ty Tudi ti dve trditvi sta s Stevilskimi primeri zajeti v prvem po-

' glavju.
I froce 3 ol A e

LB P+ f AT ]
" I primer — n,n+1
(h+1)?-nm=n+2+1-mw=2+1
Ne VELJA 1%, 14 Sl R 1. primer 0,0+ k
sl - Lok} et (0 + k)2 =n?=n>+ 20k + k2 —n? = 2nk + k2 = k(2n + K)
als dlvabreteli bk Feal |

Slika 6: Zapis uciteljev na tablo.
Slika 5: Zapis uciteljev na srecanju Studijskih skupin.

Zakljucek

Ta prispevek zakl- | .. . o =S
ju¢imo s plakatom o M s e _
(Slika 7), na katerega die S~ e .
so uditelji na sre¢anju SR ' T dhe theds
$tudijskih skupin za L PO
matematiko  zapisa- _
li vse prej navedene g W -
pristope k resevanju Y w W &R
ter omenili Se Geo- ¥ x m "
metrijsko  reSevanje v ' |
problema (3. na¢in | — = = - — = a—
na plakatu). B = Aokt e [ack ok
____ _:'_‘ '—_ﬂ'—_w_lj | v bl el
’ | |. -;-h'!! |J'.-"| |
A £ ot bl
Slika 7: Plakat, na "’:_'f_':__" =5 .
katerem so povzeti P P T T K. ahs BT
razli¢ni nacini i =
preiskovanja.
Ob resevanju problema so se nam naka- -~
zovale moznosti razsiritve problema, npr.
iz mnozice N v mnozico N,. O nadaljnjih Mowe FRAZSIf :
moznostih razsiritve problema so razpravl- : e [1fe
jali tudi ucitelji. Na sliki 8 navajamo enega | — |7 (e < LE . dh
od njihovih zapisov. 1 Lvadector ysatm 2
- cacecske
Slika 8: Zapis u¢iteljev na studijskem srecanju, | | " Ty i
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