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198 Matematika

NOZISCNE KRIVULJE KROZNICE

[z dane ravninske krivulje IC lahko na razlicne nac¢ine naredimo nove krivu-
lje, npr. z raztegi in zrealjenji. Obstajajo pa tudi bolj zapleteni postopki
pridobivanja krivulj. Ogledali si bomo noziséne krivulje dane kroznice.

V splosnem pridemo do noziséne
krivulje p dane ravninske krivulje
K tako, da najprej v ravnini te krivu-
lje izberemo tocko P, nato pa jo pra-
vokotno projiciramo na vse tangente
krivulje K. Mnozica vseh nozisé N,
t.j. presecis¢ pravokotnic skozi P na
vse tangente krivulje I, je noziséna
krivulja Kp krivulje K glede na pol
P,

Premica ni zanimiva, saj je sama
sebi tangenta. Noziséna “krivulja”
premice glede na katerokoli tocko je
tocka. Kaj pa noziséna krivulja kroz-
nice? V tem primeru so reci nekoliko
bolj zapletene, toda zanimivejse.

Slika 1. Nastanek noziséne krivulje.

Problema se lotimo z analitiénimi orodji. Vzemimo v pravokotnem
koordinatnem sistemu Oxy kroznico I s polmerom R in s srediséem v
tocki S(R,0). Ni tezko najti njene enaébe z2 + y*> = 2Rz. Totko T na
K podajmo s sredisénim kotom ¢ (slika 2). Tocka T ima o€itno koordi-
nati (R(1+ cos ), Rsing). Spomnimo se, da ima tangenta na kroznico
z? + y? = 2Rz v tocki T(zg,y0) enatbo zoz + Yoy = R(z + xp). Ce
vanjo vstavimo zg = R(1 + cosy) in yg = Rsin, dobimo naslednji re-
zultat: tangenta f na /C v tocki T je premica z enac¢bo zcosp + ysing =
= R(1 + cos ).

Naj bo totka P(—a,0) pol, glede na katerega bomo iskali noziséno
krivuljo Kp. Zaradi simetrije kroznice lahko brez skode za splosnost vza-
memo P ¢isto poljubno, za lazji ra¢un jo postavimo kar na abscisno os.
Skozi P nariSemo pravokotnico n na tangento ¢. Ena¢ba premice n je y =
= (z+a)tany oz. (x+ a)siny — ycos ¢ = 0. Druga oblika je splognejsa,
ker dopusca tudi, da je ¢ = 4w /2, Cesar prva oblika ne prenese. Vse
tangente na I dobimo, ko kot ¢ pretece interval [0, 27).
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Slika 2. Noziséna krivulja kroznice.

Nozisée N ima koordinati (x,y), kjer sta z in y resitvi sistema enacbh:

zcosp+ ysinp = R(1 + cosp)
zsing —ycosyp = —asing

Sistem resimo brez posebnih tezav in dobimo:

z=((R+a)cosp+ R)cosyp —a
y=((R+a)cosp+ R)singp

Gornji enacbi podajata iskano krivuljo v parametriéni obliki. Kot ¢ igra
vlogo parametra. Ko ta tece po intervalu [0,27), tocka N(z,y) ravno
enkrat obhodi vso krivuljo. Tocki O(0,0) in A(2R,0), v katerih je tangenta
na kroznico K navpiéna, sta na novi krivulji £p. Ce je P zunaj kroznice
K, potem neka tangenta na K poteka skozi P. Torej je v tem primeru
tudi P na Kp.

Oblika noziséne krivulje kroznice je odvisna od a. Na sliki 2 smo
izbrali @ > 0. Lepo lahko opazujemo krivulje Kp za razlicne pole P z
racunalniskim programom Cabri-géometre. Takoj bi opazili, da niso vse
dobljene krivulje zavozlane tako kot nasa na sliki 2.

Premica n, ki je vzporedna z daljico ST, oklepa z osjo = kot .
Oznaéimo z p razdaljo od P do N. Iz koordinat totke N takoj razberemo

o=(R+a)cosp+ R. (1)
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Da bi rezultatu dali drugacen geometrijski pomen, naértamo kroznico K'
skozi P in S, s sredistem v tocki S', razpoloviséu daljice PS. Premer
te kroznice je R + a. Premica n seka to kroznico v toéki M. Ni tezko
ugotoviti, da je daljica M S vzporedna z daljico NT' in da je stirikotnik
ST N M pravokotnik.

Iz pravokotnega trikotnika PSM razberemo, da je razdalja r od P
do M enaka (R+a) cos . Pri danem kotu  je torej razdalja p za R vecja
od razdalje r.

Ce vzamemo tocko P za pol, za polarno os pa poltrak s krajiséem v
P, usmerjen v pozitivni smeri osi x, dobimo polarni koordinatni sistem,
v katerem ima kroznica K’ enac¢bo r = (R + a) cosp, Kp pa enacbo (1).

Krivulja Cp je poseben primer krivulje, ki ima v polarnih koordinatah
(0. %) enacbo

0=2dcose@+b, (2)

kjer sta d in b pozitivni stevili. Taki krivulji pravimo Pascalov polz. Pa-
scalov polz po tockah konstruiramo tako, da naértamo najprej kroznico s
premerom 2d. imenovano osnovnica polza, nato v enem krajiséu premera
potegnemo poltrak. Iz presecisca poltraka s kroznico nanesemo razda-
ljo b po poltraku na obe strani in dobimo eno ali dve tocki Pascalovega
polza. Nato opisano konstrukcijo ponavljamo za veé poltrakov in dobljene
tocke povezemo. Tudi ta konstrukeija je primerna za racunalniski program
Cabri-géometre.

Torej je noziséna krivulja kroznice glede na katerokoli tocko Pascalov
polz, pri katerem je 2d = R+a in b= R.

Slika 3. Primera Pascalovih polzev.
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V posebnem primeru a = 0 je enacba krivulje p v polarnih koor-
dinatah ¢ = R(1 + cos¢), kar predstavlja srénico ali kardioido (slika 3
levo). Ce je P znotraj K, Pascalov polz nima znaéilne male zanke (slika 3
desno), kot jo ima tisti na sliki 2.

Pascalov polz je zanimiv tudi kot trisektrisa, to je krivulja, ki pomaga
razdeliti kot na tri enake dele. V ta namen je treba vzeti tisti primer polza,
ko je d = b. Tedaj ima polz pentljo, ki sega ravno do sredisca kroznice,
njegove osnovnice (slika 4).
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Slika 4. Tretjinjenje kota.

Na sliki 4 je kot a@ = <PSQ.. Daljico skozi ¢); in S podaljsamo tako,
da seka polza v tocki Q2. Premica skozi ()2 in P seka osnovnico polza v
tocki P’. Zaradi posebne izbire le-tega sta trikotnika PSP’ in SP'Q>
enakokraka. Naj bo ¢ = «P'SQ> = «P’'Q2S. Potem je «PP'S =
= 4SPP' = 2¢, saj je v trikotniku vselej zunanji kot enak vsoti notranjih,
neprileznih kotov. Kot a je kot zunanji kot trikotnika PSQ; enak vsoti
notranjih, neprileznih kotov, torej & = 3=. Ugotovili smo torej, da je
ILSP'Q2 = 5.

Obliko Pascalovega polza imajo menda pri Zeleznici ekscentri za dvi-
ganje in spuscanje signalov, ki povedo stanje kretnic. Oblika poskrbi,
da se naprava najhitreje vrti na sredi vrtljaja, na zacetku in koncu pa
najpocasneje, da ne prihaja do nepotrebnih sunkovitih gibanj.

Marko Razpet





