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Povzetek: Razvoj trajnih (permanentnih) magnetov z visoko gostoto energije in njihova dostopnost 
na trgu vplivata na povečano uporabo magnetov v sinhronskih motorjih. Za delovanje motorja s 
trajnimi magneti je ključnega pomena magnetno polje v zračni reži med rotorjem in statorjem, ki ga 
rotor s trajnimi magneti pri vrtenju ustvarja. Gostoto magnetnega pretoka v zračni reži ter v trajnih 
magnetih rotorja dobimo kot rešitev sistema parcialnih diferencialnih enačb, ki opisuje magnetno 
dogajanje v motorju. Ta sistem ni vedno v celoti analitično rešljiv.  

Ključne besede: motorji s trajnimi magneti; magnetno polje v zračni reži; parcialne diferencialne 
enačbe.  

Abstract: The development of permanent magnets with high energy density and their availability on 
the market affect the increased use of magnets in synchronous motors. The efficiency of the 
permanent magnet machine is highly influenced by the magnetic field in the air-gap between the 
rotor and the stator, which is generated by the rotor with its permanent magnets during rotation. The 
magnetic field in the air gap and in the permanent magnets of the rotor is obtained as the solution of 
a system of partial differential equations describing the magnetic properties of the machine. This 
system is not always fully analytically solvable.  

Key words: permanent magnet motors; magnetic field in the air gap; partial differential equations.  
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1.Uvod 

Razvoj trajnih (permanentnih) magnetov z visoko 
gostoto energije in njihova dostopnost na trgu vplivata 
na povečano uporabo magnetov v sinhronskih 
motorjih. Sinhronski motorji s trajnimi magneti 
postajajo vse bolj zanimivi tudi za pogon električnih 
vozil [1]. Glede na tip rotorske konstrukcije ločimo 
več vrst motorjev oz. rotorjev s trajnimi magneti. 
Različne vrste rotorjev prikazuje Slika 1: rotor s 
površinsko nameščenimi magneti (a), rotor z 
ugreznjenimi magneti (b), rotor z vloženimi magneti 
(c) in rotor s potopljenimi oz. notranjimi magneti (d). 
Posebna primera rotorja s potopljenimi magneti sta 
rotor z magneti v obliki črke U (e) in rotor z magneti v 
obliki črke V (f).  

Za delovanje motorja s trajnimi magneti je 
ključnega pomena magnetno polje v zračni reži med 
rotorjem in statorjem, ki ga rotor s trajnimi magneti pri 
vrtenju ustvarja. Gostoto magnetnega pretoka v zračni 
reži (ter v različnih delih rotorja) dobimo kot rešitev 
sistema parcialnih diferencialnih enačb, ki opisuje 
dogajanje v motorju. Numerični izračun magnetnega 
polja v zračni reži zato ponavadi temelji na metodi 
končnih elementov, analitični izračun pa je velikokrat 
težje izvedljiv [2]. Ravno analitična oblika 
magnetnega polja pa je tista, ki omogoča učinkovito in 
fleksibilno načrtovanje motorjev z izbranim tipom 
rotorske konstrukcije in željenimi magnetnimi  
lastnostmi.  

 

 

 

 

 

 

 

Slika 1: Rotorji s trajnimi magneti. 

 
2. Parcialne diferencialne enačbe 

 Zaradi kompleksnosti analitičnega izračuna 
gostote magnetnega pretoka v zračni reži in trajnih 
magnetih privzamemo več predpostavk: (1) dolžina 
motorja je neskončna in prečni prerez motorja se z 
dolžino ne spreminja, zaradi česar lahko analizo 
omejimo na dve dimenziji, (2) le radialna in 
tangencialna komponenta gostote magnetnega pretoka 
B sta neničelni, zaradi česar je neničelna le z 
komponenta magnetnega vektorskega potenciala A, (3) 
trajni magneti imajo linearno demagnetizacijsko 
karakteristiko in so v smeri magnetizacije polno 
magnetizirani, (4) železo v statorju in rotorju je 
neskončno permeančno ter (5) električna prevodnost 
magnetov je ničelna. Zaradi krožne oblike prečnega 
prereza motorja matematično analizo dogajanja v 
motorju običajno izvedemo v polarnem koordinatnem 
sistemu. Poleg tega, da bi dobili preprostejšo (polarno) 
obliko pogojev na mejah zračne reže in trajnih 
magnetov, namesto pravokotnih magnetov v analizi 
običajno zajamemo ekvivalentne magnete v obliki 
polarnih pravokotnikov, tj. izsekov krožnega 
kolobarja, omejenega z dvema radijema in dvema 
polarnima kotoma. Izhodišče polarnega koordinatnega 
sistema O postavimo v središče motorja.  

Magnetno polje v zračni reži med rotorjem in 
statorjem in magnetno polje v trajnih magnetih 
opišemo s pomočjo magnetnega vektorskega 
potenciala ki v zračni reži (in 
območjih rotorja, napolnjenih z zrakom) zadošča 
Laplaceovi enačbi  v trajnih magnetih 
rotorja pa Poissonovi enačbi   
katere oblika je odvisna tudi od izbrane magnetizacije 
M trajnih magnetov (je permeančnost zraka). V 
polarnih koordinatah r in θ je Laplaceova 
parcialna diferencialna enačba oblike 
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Ker pa se različna območja motorja stikajo, 
moramo, če želimo izračunati magnetni potencial v 
zračni reži ali v izbranem trajnem magnetu, rešiti 
sistem Laplaceovih in/ali Poissonovih parcialnih 
diferencialnih enačb, ki opisuje magnetno dogajanje v 
motorju in je odvisen od načina magnetizacije trajnih 
magnetov. Rešitev sistema je odvisna tudi od robnih/
mejnih pogojev med danimi območji (npr. zračna reža, 
trajni magneti, železni del statorja, železni del rotorja, 
gred). Enostavnejšo (najbolje homogeno) obliko 
robnih in mejnih pogojev med območji dobimo zaradi 
zamenjave pravokotnih magnetov z ekvivalentnimi 
magneti v obliki polarnih pravokotnikov in nekaterih 
prej omenjenih predpostavk. Na primer, pravokotna 
komponenta gostote magnetnega pretoka B je na stiku 
dveh različnih območij zvezna, vzporedna 
komponenta jakosti magnetnega polja H pa je ob stiku 
z območjem iz železa ničelna, pri čemer je 
in je permeančnost materiala (permeančnost zraka 
je enaka 1). Mejne pogoje med območji na primeru 
rotorja z ugreznjenimi trajnimi magneti prikazuje 
Slika 2.  

Slika 2: Mejni pogoji v rotorju z magneti v obliki črke U. 

3. Analitični izračun magnetnega polja 
Do rešitve sistema parcialnih diferencialnih enačb, 

v katerem opisuje vsaka enačba s komponento 
magnetnega potenciala v odvisnosti od radija r in 
polarnega kota θ v enem izmed območij, pridemo z 
večkratno uporabo metode separacije spremenljivk. V 
prvem koraku iskanja rešitve sistema upoštevamo tudi 
homogene pogoje. Vrednosti nedoločenih koeficientov 

v tako dobljenih semi-splošnih rešitvah pa določimo s 
pomočjo nehomogenih robnih/mejnih pogojev med 
območji v naslednjem koraku. Ker imajo iskane 
funkcije v različnih območjih ob konstantnem radiju 
različne periode, moramo pri izpolnjevanju določenih 
mejnih pogojev pri nekaterih rotorskih konstrukcijah 
obe primerjani funkciji na stičnem intervalu 
predhodno razviti v posplošeni Fourierovi vrsti z 
ustrezno (obema skupno) periodo. Takemu pogoju bo 
zadoščeno, ko bodo vsi koeficienti Fourierovih vrst 
obeh primerjanih funkcij enaki, kar nas pripelje do 
sistema linearnih enačb za nedoločene koeficiente 
semi-splošnih rešitev [2].                                                                             

Pri nekaterih tipih rotorskih konstrukcij (kot je npr. 
rotor na Sliki 2) dobimo na opisan način sistem z 
neskončno mnogo linearnimi enačbami z neskončno 
mnogo neznanimi koeficienti funkcijskih vrst, ki 
analitično ni rešljiv. V takem primeru lahko funkcijske 
vrste, s katerimi so podane z komponente magnetnih 
potencialov, pri izbranem dovolj poznem členu 
odrežemo, da dobimo sistem s končnim številom 
linearnih enačb s končnim številom neznanih 
koeficientov. Ker so posplošene Fourierove vrste, s 
katerimi izražamo iskane funkcije, na svojem 
definicijskem območju dobro konvergentne, funkcij z 
odrezom členov z višjimi frekvencami bistveno ne 
spremenimo. Rešitev tako odrezanega sistema 
linearnih enačb, ki jo sestavljajo enolično določene 
vrednosti koeficientov, določa potem le analitični 
približek z komponent magnetnih potencialov v zračni 
reži in v trajnih magnetih. Analitično oceno obeh 
komponent gostote magnetnega pretoka B v izbranem 
območju  rotorja dobimo iz zvez (3). Ta približek je 
zelo dober, kar lahko preverimo tudi z numeričnim 
izračunom s pomočjo metode končnih elementov 
(MKE oz. FEM) na poljubno izbranem mestu zračne 
reže.  

4. Zaključek 
Analitični izračun porazdelitve gostote 

magnetnega polja v zračni reži rotorjev omogoča 
vpogled in razumevanje vpliva geometrijskih 
parametrov rotorja na učinkovitost motorja s trajnimi 
magneti. Do danes je bilo razvitih in objavljenih več 
popolnoma analitičnih izračunov za različne rotorje s 
površinsko nameščenimi in površinsko vloženimi 
trajnimi magneti, ki vsi temeljijo na 2D modelu [3,4]. 
Nedavno so bile analitične rešitve objavljene tudi že 
za primere rotorjev z ugreznjenimi trajnimi magneti 
[2,5]. Problem pa je veliko težji za rotorje s 
potopljenimi magneti, saj tvorijo trajni magneti 
različne oblike, ki jih s polarnima koordinatama ni 
mogoče enostavno opisati, pa tudi sistem parcialnih 
diferencialnih enačb je zaradi večjega števila območij 
kompleksnejši.  
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magnetnega polja v zračni reži rotorjev omogoča 
vpogled in razumevanje vpliva geometrijskih 
parametrov rotorja na učinkovitost motorja s trajnimi 
magneti. Do danes je bilo razvitih in objavljenih več 
popolnoma analitičnih izračunov za različne rotorje s 
površinsko nameščenimi in površinsko vloženimi 
trajnimi magneti, ki vsi temeljijo na 2D modelu [3,4]. 
Nedavno so bile analitične rešitve objavljene tudi že 
za primere rotorjev z ugreznjenimi trajnimi magneti 
[2,5]. Problem pa je veliko težji za rotorje s 
potopljenimi magneti, saj tvorijo trajni magneti 
različne oblike, ki jih s polarnima koordinatama ni 
mogoče enostavno opisati, pa tudi sistem parcialnih 
diferencialnih enačb je zaradi večjega števila območij 
kompleksnejši.  

θ
A

r
1=B z

r 


r
A=B z

θ 
−

rμ
MHB 0r0 μ+μμ=

UPORABA MATEMATIČNE ANALIZE PRI NAČRTOVANJU MOTORJEV S TRAJNIMI MAGNETI
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Povzetek: Kako najboljše oceniti znanje študentov ali dijakov je ena od nerešenih dilem med 
raziskovalci na področju izobraževanja. Vprašanja izbirnega tipa so postala zelo priljubljeno orodje 
preverjanja znanja na vseh ravneh izobraževanja. Kljub temu pa obstajajo tudi raziskovalci, ki so v 
dvomih glede zadostnosti takega načina ocenjevanje znanja. V prispevku predstavljamo študijo, ki je 
zajela 167 študentov fizioterapije. Študenti so po izvedenih urah fizike reševali test, ki je vseboval 
vprašanja izbirnega tipa. Pri tem so odgovarjali na vprašanja s področij, ki so bila zajeta v snov na 
predavanjih, in s področja Moderne fizike, ki ni bila del izvedenih predavanj. Rezultati raziskave 
kažejo na to, da je mogoče z nalogami izbirnega tipa uspešno preveriti znanje študentov oziroma 
dijakov. 
Ključne besede: izobraževanje, vprašanja izbirnega tipa, fizika, ocenjevanje znanja.  
Abstract: How best to assess students’ knowledge is still an unsolved dilemma among educational 
researchers. Multiple-choice questions become a popular assessment tool at all stages of education. 
But, many researchers are sceptical if such assessment is sufficient for the determination of students’ 
knowledge. In this paper, we present our study, in which 167 students of Physiotherapy were 
involved. Students had to complete a multiple-choice test after completing the physics course. The 
multiple-choice test incorporated questions, which covered domains of physics that were part of the 
course, and questions from the field of modern physics that were not part of the course. The results of 
this study indicate that multiple-choice questions can be a successful assessment tool for the 
determination of students’ knowledge.  
Key words: education, multiple-choice questions, physics, assessment of knowledge. 

Anali PAZU, 10/2020/1-2, str. 15-18             Melita HAJDINJAK, Martin MAVRIČ in Damijan MILJAVEC


