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Predgovor

Pricujoca zbirka vsebuje naloge, ki sva jih avtorja sestavljala za vaje in kolokvi-
je iz parcialnih diferencialnih enacb. Nekaj nalog je z vaj in kolokvijev najinih
predhodnikov B. Gornika in S. Strleta, nekaj nalog pa sta prispevala profesorja
M. Cerne in M. Perman. Vsem se za njihov prispevek iskreno zahvaljujeva.
Zbirka vsebuje naslednja podrocja: parcialne diferencialne enacbe prvega
reda, Fourierove vrste, Fourierova in Laplacova transformacija. klasifikacija
parcialnih diferencialnih enacb, Laplacova enacba, difuzijska enacba, valovna
enacba. Ta snov v celoti pokriva predmet Analiza 4 na prvi stopnji matematike
in dele predmetov: Matematika 3 (prakti¢na matematika), Matematika 3 in
Matematika 4 (fizika, prva stopnja). Vse naloge so opremljene z resitvami.






FOURIEROVE VRSTE

1. FOURIEROVE VRSTE

Klasicni trigonometrijski sistem

Operatorju A : y — —y” pravimo Fourierov diferencialni operator. Naj
bo f dana funkcija na intervalu [—[,[]. Radi bi resili enacbo Ay = f, pri
Cemer nas zanimajo resitve, ki so periodi¢ne s periodo 2I. Najprej poisc¢emo
lastne funkcije operatorja A, ki so periodi¢ne in torej zados¢ajo pogojema
y(=1) = y() in y/(=1) = y/(I). Take funkcije tvorijo kompleten ortogonalen
sistem v prostoru L%[—1, 1] z obi¢ajnim skalarnim produktom, zato lahko vsako
L? funkcijo f razvijemo v vrsto po lastnih funkcijah.

1.1 Najbol>0in

Vi={yecP[-1,0); y(-1)=y0), ¥(-D)=y D}
(a) Dokazi, da je V; gost podprostor v L?[—1,1].

(b) Dokazi, da je operator A : V; — L2?[I,1], Ay = —3", simetricen in
pozitiven, ni pa injektiven.

(c) Doloéi njegove lastne vrednosti in lastne vektorje.

1.2 Naj bosta A in V; kot pri prejsnji nalogi, in Gf = fil G(z,t)f(t)dt, kjer
je
1 , 1
G(z,t) = ﬂ(a? —t)*+ §‘I —t|.
(a) Dokazi, da za vsak f € L?[—1,1] velja AGf = f — &, fil f(t) dt in da za
vsak g € V; velja GAg = g — % filg(t) dt.

(b) Dokazi, da imata operatorja A : V; — L%[—1,1] in G : L?[—1,1] — V] iste
lastne vektorje. Iz tega sklepaj, da lastni vektorji operatorja A : V —
L?[—1,1] tvorijo kompleten ortogonalen sistem.

Zaporedju

T krx . krmx
cos —,sin —, ...

T™r
1 — —
, COS I ) ) l I

l

,sin



FOURIEROVE VRSTE

pravimo klasic¢ni trigonometrijski sistem na [—[,].

1.3 Dokazi, da je klasiéni trigonometrijski sistem ortogonalen v L?[—[,[] ni
pa normiran. Dokazi, da je sistem kompleten in zapisi Fourierovo vrsto in
Parsevalovo identiteto za ta sistem.

1.4 Razvij naslednje funkcije v klasi¢ne Fourierove vrste na [—m, 7.
(a) f(z) ==,
(b) f(z) =a?,
(c) f(z) = (a° —m2w)/12.

Zapisi tudi ustrezne Parsevalove identitete.

1.5 Izracunaj vsote vrst

1 1 1
dom D D
n=1 n=1 n=1

1.6 Bernoullijevi polinomi ¢, (x) so definirani z naslednjo rekurzivno relacijo:

1
o (z) = on_1(x), wo(x)=11in / on(x)dx =0, n> 0.
0

(a) Eksplicitno izrac¢unaj prvih pet Bernoullijevih polinomov. (b) Razvij
polinome ¢, (x) v Fourierove vrste na intervalu [0, 1]. (¢) Izrazi vsoto

= 1
Z k2m
k=1

z Bernoullijevimi polinomi.

1.7 Najbo 0 < a < 1. Razvij funkcije X[, 4 (2), cos az, sinaz, chaz, shaz v
klasi¢ne Fourierove vrste na [—, 7] in zapisi ustrezne Parsevalove identitete.

1.8 Naj bo n naravno stevilo in f € L?[—n,7]. Poigéi minimum izraza
|f — T, kjer T, tece po vseh linearnih kombinacijah elementov
1,cosx,sinz,...,cosnz,sinnz. Pri katerem T,, je dosezen?

1.9 Razvij funkcijo f(x) = |sinz| v klasi¢no Fourierovo vrsto na intervalu
[—m, 7.



Trigonometrijske vrste

1.10 Poiséi periodi¢no resitev diferencialne enacbe

y'(2) + y(x) = |sinal.

Trigonometrijske vrste

Vsaki funkciji f € L'[—n, ] priredimo stevila
—1/ﬂf(t)dt —1]f(t) nt dt b—l/ﬂf(t)' dt
a0 = o , an = cosnt dt, bp = — sinnt dt,

ki jim pravimo klasi¢ni Fourierovi koeficienti. Zaporedju funkcij

(snf)(x) = ag + Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1

pravimo klasiéna Fourierova vrsta funkcije f.
Iz definicije Se ne sledi, da s, f konvergira proti f v kakrsnemkoli smislu.
Za konvergenco so potrebne dodatne predpostavke.

(a) Cesarova konvergenca. Ce je f € L'[—m, 7], potem je
; N
Jim | f = g S safh =0.

(b) Kvadraticna konvergenca. Ce f € L?[—m, 7], potem je lim |s,f—f|o =
n—oo
0.

(c) Konvegenca po tockah. Ce f € L'[—m, ] in e je f odvedljiva v tocki
x € (—m,m), (zadosCa obstoj levega in desnega odvoda), potem je

Jim (suf)(@) = £(2).

(d) Enakomerna konvergenca. Ce je funkcija f zvezna na [, 7],
ima omejen totalni razmah in zadoséa f(w) = f(—n), potem je

i [snf — flao = 0.

Za dokaze teh trditev glej [9].
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1.11 Primerjaj grafe naslednjih funkcij z grafi vsot njihovih klasi¢nih Fouri-
erovih vrst.

(c) f(z) = (2® — n%x)/12.
Primerjaj vrednosti funkcij in njihovih Fourierovih vrst za x = 7.
1.12

(a) Razvij funkcijo f(z) = cosa(w — |x|) v klasi¢no Fourierovo vrsto na
intervalu [—m, 7).

(b) Dokazi, da je

1 -2t 1
tg Tt — — =
cem it W;kQ—tQ

in da ta vrsta enakomerno konvergira na vsaki kompaktni podmnozici v
R, ki ne vsebuje celih stevil.

(c) Dokazi

sin 7t a 12
[T - )

ﬂ't:

o
—_

1.13 Izracunaj vsoti vrst

o) _1n
> S

n=1 n=1

1
nZ+1

NE

Katero funkcijo bos moral razviti?

1.14 Naj bo m poljubno naravno stevilo. Izrazi klasi¢ne Fourierove koefici-
ente funkcij f(x)cosma in f(z)sinma s klasicnimi Fourierovimi koeficienti
funkcije f(z).

1.15 Razvij funkciji z sinx in x cos z v klasi¢no Fourierovo vrsto na intervalu
[—m, 7.



Trigonometrijske vrste

1.16 Razvij funkciji

f(@) = log(2c0s5), g(w) =logltg (5 + 7 ) I

v klasi¢no Fourierovo vrsto na intervalu [—, 7).

1.17 Odvajangje Fourierove vrste. Naj bo funkcija f zvezna na [—m, 7], zvezno
odvedljiva na (—m,7) in naj velja f(—m) = f(x) in f/ € LY, x]. Izraz
klasi¢ne Fourierove koeficiente funkcije f’ s klasi¢énimi Fourierovimi koeficienti
funkcije f.

1.18 Naj bo funkcija f periodi¢na s periodo 27 in naj bo k-krat zvezno
odvedljiva na R. Dokazi, da velja a,, b, = O(ni,c), ko n — oc.

1.19 Enakomerna konvergenca. Naj bo funkcija f zvezna na [—m, 7|, zvezno
odvedljiva na (—m,7) in naj velja f(—7) = f(r) in f' € L*[-7, 7). Dokai,
da s, f konvergira proti f enakomerno na [—m, 7.

1.20 Integriranje Fourierove vrste. Naj bo f € L'[—m, 7] poljubna funkcija
in ag,...,an, by, ... njeni Fourierovi koeficienti. kjer je ag = % T f(z) dx.
Naj bo
X
Fo) = [ (50~ ao) ds
0

in Ag,...,Ap, Bn,... njeni Fourierovi koeficienti.

(a) Dokazi, da velja F(—m) = F(r).
b B

:CL"inAo:ZOO bf"<+OO.

On,
n o Pn n n=1 n

(b) Dokazi, da velja A,, = —

x
(c) Dokazi, da Fourierovo vrsto za [ f(t) dt — ap dobimo tako, da formalno
0
integriramo vrsto za f — ag.

1.21 Dokazi, da trigonometrijska vrsta

ni klasi¢na Fourierova vrsta nobene L' funkcije.

11
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Kompleksni trigonometrijski sistem
Zaporedju €™ kjer m € Z, pravimo kompleksni trigonometrijski sistem.

1.22 Dokazi, da je kompleksni trigonometrijski sistem ortogonalen v prostoru
L?([-m,7],C), ni pa normiran. Skalarni produkt v tem prostoru je

(.00 = [ F@ae) o

1.23 Izrazi kompleksne Fourierove koeficiente s klasi¢nimi in obratno.

1.24 Dokazi, da je kompleksni trigonometrijski sistem kompleten in zapisi
ustrezno Fourierovo vrsto in Parsevalovo identiteto.

1.25 Razvij funkcijo
1

2+ cosz
v klasi¢no Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7]. Pomagaj si s kompleksno
integracijo.

1.26 Naj bo a > b > 0. Razvij funkcijo
ab
flx) =

a? 4+ b2+ (b% — a?) cosx
v klasiéno Fourierovo vrsto na intervalu [—m, 7.

1.27 Razvij funkcijo
f(z) = exp(exp(iz))

v kompleksno Fourierovo vrsto. Sestej vrsti

[e. 9] o0 .
cosnx sin nx
2 X
n! n!

n=1 n=1

1.28 Poisci vsoti vrst
o0
cos nNx sin nx
nz_:n(n—l)’ Z_: (n—1)
Nasvet: Pomagaj si s formulo

n

Zm +(1—z)log(1—z)

n=2



Kompleksni trigonometrijski sistem

1.29 Funkcijo f € L'[—n, 7] periodi¢no nadaljujemo na vso realno os. Naj
bo g(x) = f(mz), kjer je m naravno stevilo. Izrazi kompleksne Fourierove
koeficiente funkcije g s kompleksnimi Fourierovimi koeficienti funkcije f.

1.30 Izoperimetricni problem. Pokazi, da ima med vsemi sklenjenimi gladkimi
krivuljami krog najvec¢jo ploséino.

Predpostavi, da ima krivulja obseg 27 in naj bo z(s) = z(s) + iy(s) njena
parametrizacija z naravnim parametrom. Razvij z(s) v kompleksno Fourierovo
vrsto po [—m, w]. Dokazi naslednje zaporedje enakosti in neenakosti:

2m
1 1
p = = 5 /(:L»y, — m/y) ds = 5]:1’1’1<Z,7 Z> = W;Zn|cn2 S
n

IN

0
2 2 1 12
Y el = SN =
ne”L

1.31 Konwolucija Fourierovih vrst. Funkciji f,g € L'[—n,n] periodiéno
nadaljujemo na R. Izrazi kompleksne (klasi¢ne) Fourierove koeficiente funkcije

h(z) = 5 ]E ft)g(x —t) dt s kompleksnimi (klasi¢nimi) Fourierovimi koefici-

enti funkeij f in g. Dokazi tudi, da je [h]1 < | f]lg]h.

1.32 Funkcijo f € L?[—n, 7] periodi¢no nadaljujemo na R. Izrazi kompleksne

Fourierove koeficiente funkcije g(z) = 5 }T f(t)f(x +t) dt s kompleksnimi
e

Fourierovimi koeficienti funkcije f. Izrazi Se klasi¢ne Fourierove koeficiente
funkcije ¢ s klasiénimi Fourierovimi koeficienti funkcije f.

Zaporedju sin k”%, k = 1,2,... pravimo sinusni sistem na [0,!], zaporedju

cos klﬂ, kE=0,1,... pa kosinusni sistem na [0, [].

1.33 Razvij naslednje funkcije po sinusnem sistemu na [0, 7].

13
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1.34 Definirajmo preslikavo

0 L0 8 200 2L, o) - ) sl

Dokazi, da je ta preslikava izomorfizem Hilbertovih prostorov in da preslika

zaporedje (1,0), (cos 7%, 0), (0,sin ), (cos 27TTQC,O), (0, sin 2”7‘”), v klasic¢en

trigonometrijski sistem na [—, (] pomnozen s konstanto % Ali je izometrija?

1.35 UteZeni trigonometrigski sistem je zaporedje eg(z), e1(z), e2(x), . . .,

Dosinkzr, —m<x<0
€2k—1($):{ 2 SIN KX TS S 62k(ﬂf):

Arcoskr, —m<zx<0
Aisinkz, O<zx<m ’

Agcoskr, O<ax<m'’

kjer sta A1, A2 taki realni stevili, da velja A2 + A3 # 0. Dokazi, da je to
kompleten ortogonalen sistem v LQ[—T(, 7| in izra¢unaj njegove norme.

Dvojni trigonometrijski sistemi

Pri funkcijah dveh spremenljivk potrebujemo razvoj v Fourierovo vrsto po
obeh spremenljivkah. Tako dobimo dvojne trigonometrijske sisteme.

1.36 Dokazi, da funkcije
1,...,cos mz cos ny, cos ma sin ny, sin ma cos ny, sin max sinny, . . .

tvorijo kompleten ortogonalen sistem v prostoru L?([—n, 7] x [, 7]). Dokazi,
da funkcije #e’mx“”y, m,n € Z tvorijo kompleten ortonormiran sistem.

1.37 Razvij funkcije f(z,y) = xy, g(z,y) = sign(x —y) in h(z,y) = |z —y| v
dvojni klasi¢ni trigonometrijski sistem na [—7, 7] X [—m, 7].

1.38 Dokazi, da je funkcija

o (=)
flz,y) = Z 3 sin nx sin ny
n=1
dobro definirana in zvezna. Dokazi, da je
1
fla,y) = —gay za fa| + [y < 7.

Pomagaj si s formulami

1
sinasinb = i(cos(a —b) — cos(a + b)),
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1.39 Dokazi, da je funkcija

OO n
flx,y, 2 E n3 sin nax sinny sin nz

n=1

dobro definirana in zvezna. Dokazi, da je
1
F(9,2) =~y 7 lal + 1| + |2l < .
Pomagaj si s formulami

1
sinasinbsinc = Z(sin(a—l—b—c)+Sin(b+c—a)+sin(c+a—b) —sin(a+b+c)),

o
1:—7r:n »SINNT
E za —nm<x<m.

n=1
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2. FOURIEROVA TRANSFORMACIJA

Osnove L' teorije

Za vsako funkcijo f € L'(R) definiramo njeno Fourierovo transformiranko

Fh @) == [ s e

Oznac¢imo z Cy(R) prostor zveznih funkcij f : R — C, ki gredo proti 0, ko
r — doo. Izkaze se, da je F(L') prava podmnozica v Cy(R). Preslikavi F
pravimo Fourierova transformacija.

Inverzna formula

f(t) = lim L F(f) (2)e** dz

velja v vsaki tocki ¢, kjer je f zvezna in izpolnjuje Dinijev pogoj: obstaja tak
a > 0, da je integral

a
J
koncen; to je npr. res, ¢e ima f levi in desni odvod v t. Ce je F(f) € L',

potem velja inverzna formula skoraj povsod (izrek o inverzu).
Fourierova sinusna in kosinusna transformacija sta definirani z

@ =2 [ swestena, £ =2 [T o smen

2.1 V slovenski matematicni literaturi obravnavajo Fourierovo transformacijo
trije avtorji [9, 19, 24] ki jo definirajo na tri razlicne nacine.

f+u) = f) + f{E—u) = ft)

u

‘du

Fual)z) = / e a,
Fun(D)z) = / © Het at,
Foak(f)(z) = /_OO f(t)e 2™ qt.
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Nasa definicija se razlikuje od gornjih treh in je posebno priljubljena pri fizikih.
Kako se pretvarja med razli¢cnimi definicijami? Zapisi inverzno formulo za
vsako od teh definicij. Dodaj Se kako svojo definicijo.

2.2 Dokazi, da je Fourierova transformiranka sode funkcije vedno soda funk-
cija in da je Fourierova transformiranka lihe funkcije vedno liha funkcija.

2.3 Dokazi, da je Fourierova transformiranka realne funkcije realna natanko
tedaj, ko je soda.

2.4 Naj bo funkcija f zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva ter f, F(f) € L.
Dokazi:

(a) za vsak z € R velja F2(f)(v) = f(—v),

(b) FU(f) = F,

(c) ¢e je f tudi soda, potem je F(f) = F~1(f).
2.5 Naj bo ¢ > 0. Z direktnim racunom doloc¢i Fourierove transformiranke
funkcij

(a) f(t) = X[—c,q(t), kjer je x[—c,q karakteristicna funkcija intervala [—c, ],

(b) g(t) = e .

2.6 Naj bo c> 0.

(a) Poisci Fourierovo transformiranko funkcije h(t) = ﬁ

(b) Kaksna je s Fourierova transformiranka funkcije k(t) = S2¢£?

2.7 Poisci Fourierovo in inverzno Fourierovo transformiranko funkcij
f(t) :max(l— |t|70)a g(t) :max(l—t2,0)
2.8 Naj bo a > 0 konstanta in f € L! poljubna funkcija. Izrazi Fourierovi

transformiranki funkcij f(¢) cosat in f(t)sinat s Fourierovo
transformiranko funkcije f(t).
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2.9 Naj bo a,b > 0. Izracunaj Fourierovi transformiranki funkcij

F(t) =e “Meosbt, g(t) =e M sinbt.

2.10 Izra¢unaj Fourierovo transformiranko funkcije f(t) = e~ cos 2t sin 3t.

2.11 Izracunaj Fourierovo transformiranko funkcije

et sin bt

£ =

kjer sta a,b > 0.

2.12 Naj bo ¢ > 0. Izrac¢unaj kosinusni transformiranki funkcij

) =xpq(t), g(t)=e"

2.13 Naj bo a,b > 0. Izracunaj kosinusno transformiranko funkcije

efbt efat
1) = “—
2.14 Dokazi, da komutira diagram
L'(R) 7 Co(R)
¢ ITVw o7V
L'RY) @& LYRY)  z 7 Co(RT) & Co(RT)
kjer sta preslikavi ® in ¥ definirani z
1 1
O(f)(z) = (5(f(2) + f(=2)), 5(f(2) = f(=2))),

V(f,9)(x) = f(|z]) + sign(z)g(|x])
in sta ena drugi inverzni.
2.15 Naj bo f € L'(R,C) in F njena sinusna transformiranka. Dokazi, da
limita r
lim ﬁdw
r—oo [y xT

obstaja in je koné¢na.
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2.16 Dokazi, da funkcija

F(x):{ zle, O0<z<e

1/Inz e<z< o0

pripada Co(R*), vendar ni sinusna transformiranka nobene L! funkcije.

2.17 Naj bo f € LY(R,C) in F njena kosinusna transformiranka. Dokazi
naslednjo trditev. Ce obstaja tak € > 0, da velja foa |f(t)Int| dt < oo, potem

limita r
lim ﬁ dx
r—oo fq x

obstaja in je kon¢na.

2.18 Poiséi tako funkcijo f € L'(RT), da ne obstaja limita

lim / F<x)dw,

—00 €T

kjer je F' kosinusna transformiranka funkcije f.

Odvajanje in integriranje

Fourierove transformiranke lahko racunamo s pomocjo odvajanja ali integriranja
slike ali originala.

2.19 Dokazi, da velja naslednja formula o odvajanju originala. Ce je f zvezno
odvedljiva in f, f/ € L', potem za vsak x € R velja

F(f) (@) =iz F (f) (x).

2.20 Dokazi, da velja formula o visjih odvodih originala. Ce je f dvakrat
zvezno odvedljiva in f, f/, f € L', potem je za vsak z € R

F(f") (@) = =2 F (f) (z).

2.21 Dokazi formulo o odvajanju slike. Naj bosta funkeciji f in g(t) = tf(t),
t € R, v L'. Potem je F(f) odvedljiva na R in za vsak = € R velja

(F) (2) = —iF (9) ().
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2.22 Dokazi formulo o vigjih odvodih slike: ¢e so f(t),tf(t),t2f(t) v L%,
potem je F f dvakrat odvedljiva na R in za vsak z € R velja

(Ff)' (2) = =F (E£(1)) ().

2.23 Naj bo funkcija f zvezno odvedljiva in naj f, f/ € L'. Dokazi, da velja
F(f) (@) = of|z| ™), & — Foc.

2.24 Dokazi, da za vsako dvakrat zvezno odvedljivo funkcijo f, ki zadosca
f, f', f" € L' in vsak x € R velja Fourierova formula

1 o itx
fa)= o= [ Fn@e do.

2.25 Naj bo a > 0. Izracunaj Fourierovo transformiranko funkcije

Flt) =e .
2.26 Naj bosta a,b > 0. Izracunaj Fourierovi transformiranki funkcij
sin bt
ft) = e~ cosbt in g(t) = _“tQT.

2.27 Naj bodo f, ' in f” v L*(R). Dokazi, da velja

FAS0)(@) = -2 70 - 2R 0)e),
Fl"(0) () = w\/;f(o) ~ S F (D) @),

Konvolucija

Konwolucijo dveh funkcij f,g € L'(R) definiramo z

(f * 9)a / f—t)g

Norma konvolucije zadosca neenakosti

I+ gl < [fl1lglh

in izreku o konvoluciji

F(f g) = V2rF(f)F(g)-



Kompleksna integracija

2.28 Kako se glasi izrek o konvoluciji za transformacije Fniq, Fsun in Faoak?

2.29 Naj bosta a,b > 0. Izra¢unaj konvolucijo f x g, kjer je

X[—a,a] (t)> g1 (t) = X[—b,b] (t)a

(b) fo(t) = e, ga(t) = e,

)
)
) =SBt gg(t) =SB
)

(d) fa(t) = ezs 9a(t) = g
2.30 Naj bodo funkcije F, G in F'G iz zaloge vrednosti F. Dokazi, da velja

FUFG) = \/;fl(F) « FHG).

2.31 Naj bo 0 < a < b. Dolo¢i Fourierovo transformiranko in inverzno
Fourierovo transformiranko funkcije

sin at sin bt
f(t) = T

Pomagaj si z izrekom o konvoluciji.

2.32 Obravnavaj resitve integralske ena¢be v odvisnosti od parametra A

f(x) =\ /_ ” F)e ==t gt 4 e~ 2ol

Kompleksna integracija

Inverzna formula za Fourierovo transformacijo

T

f(t) = lim — F(f) (2)e"* dz

velja v vsaki tocki t, kjer je f zvezna in ima omejen levi in desni odvod (Dinijev
izrek).

Jordanova lema. Naj bo a > 0, F : C — C meromorfna in R,, zaporedje
nenegativnih §tevil z limito +oc.

(a) Naj bo Cl, ={z;|z2| = R, , Imz > —a} in M} = sup |F(z)|.
zeCy,
Ceje A>0in lim M}, =0 potem je lim [, F(z)e”* dz=0.
n—oo n—oo n
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(b) Naj bo C/! ={z;|2| = R , Imz < —a} in M/ = sup |F(2)|.
zeCr
Ceje A <0in lim M/ =0, potem je lim fc,, F(2)e* dz = 0.
n—oo n—oo n

Lema o delu residuuma. Naj bo F' analitiéna v neki prebodeni okolici 2y
in naj ima v zg pol prve stopnje. Naj bo krivulja C. rob kroznega izseka
{z; |z — 20| = €, ¢ < arg(z — 29) < ¢o + a}, potem velja

lim [ F(z) dz = iaRes(F, zp).
e—0 Cs
Inverzne transformiranke racionalnih funkcij. Naj bosta A in B kom-
pleksna polinoma, B brez realnih nicel in deg B > deg A + 1. Potem je

lim 1/ Al2) et? dy =
r—oo 21 J_. B(z)
)

Y Res(gg)eitz,z), t>0,
z€St

) = > Res(ggigeitz,z), t <0,
z€8~

kjer je St ={z; B(2) =0, Imz >0} in S~ ={z; B(z) =0, Imz2 < 0}.

2.33 Dokazi gornjo formulo za inverzno transformacijo racionalnih funkcij, ki
nimajo realnih polov.

2.34 Naj bo a > 0. Doloci Fourierovo in inverzno Fourierovo transformiranko

funkcije
1

)= —————.
1) V27 (82 + a?)
2.35 Naj bo a > 0. Dolo¢i Fourierovi in inverzni Fourierovi transformiranki

funkcij
1 t

= ———— gt = ——————.
0= rmeray ‘97 et ae
2.36 Naj bo a > 0. Dolo¢i Fourierovi in inverzni Fourierovi transformiranki

funkcij
1 t

J0= Tm@vap = Vet ay



L? teorija

2.37 Doloci Fourierove in inverzne Fourierove transformiranke funkcij

1 t

10 = Vraaray 9= Varaais i)

12 13

"= iy M= ey

2.38 Izracunaj Fourierovi in inverzni Fourierovi transformiranki funkcij

1 1
V2r(t2 +t + 1) 9(t) = Vor(t2 +t+1)2

ft) =

2.39 Naj bo 0 < a < 1. Izracunaj Fourierovo in inverzno Fourierovo transfor-
miranko meromorfne funkcije

chat

fx) = Nozw

2.40 Naj bo 0 < a < w. Izracunaj Fourierovo in inverzno Fourierovo
transformiranko funkcije

shat
V27 (1 +t2)shnt
2.41 Naj bo a, >0 in
1 a1 —
f(t) = F(Q)ﬁat 16 t/BX[O,OO) (t)

Dolo¢i Fourierovo transformiranko F (f) (y).

2.42 Izra¢unaj kosinusni transformiranki funkcij

L? teorija

Naj bo L' = LY(R,C) in L? = L*(R,C). V L? teoriji najprej dokazemo
Parsevalovo identiteto

I7(H)l2 = 1112

23
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za vsako funkcijo f € L'NL2. Odtod sledi, da je F omejena linearna preslikava
iz prostora L' N L? v prostor L%. Ker je L' N L? gost podprostor prostora L2,
lahko torej F razsirimo po zveznosti do preslikave

Fo: L? — L2,
f2|L1ﬂL2 - f

Izkaze se, da je ta preslikava bijektivna (Plancherelov izrek) izometrija (Par-
sevalova identiteta velja za vsak f € L2.)

2.43 Dokazi, da ni niti L' C L? niti L? C L'.
2.44 Naj bo ¢ > 0. Dokazi, da funkcija

sin ct
t

ft) =

pripada L?, ne pripada pa L'. Dokazi, da F»f pripada L?, ne pripada pa
Co(R,C).

2.45 Naj bo ¢ > 0. Izracunaj integral

o0 inct 2
[ ()

2.46 Dokazi identiteto

+oo +o0

R (D a) de= [ 50 (0) @) ar
za poljubni funkciji f,g € L?! Ali odtod sledi, da je operator F» hermitski?
2.47 Dokazi identiteto

“+00

+o0o
[ mpoE@d= [ sogw

za poljubni funkciji f, g € L?.

2.48 Naj bosta a,c > 0. Izracunaj integral

T siner
prpEi
oo Z(a? + x?)
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2.49 Dokazi, da velja
(F5 ) (@) = (Faf)(—2) = (F3 ' f)(x)
za vsak f € L?. Izpelji odtod naslednje lastnosti:
(a) FaFo=FoFs =1,
(b) (F2f)(x) = f(—=) za vsak f € L?,
(c) (Fa)' =1T.

2.50 Dokazi, da so funkcije
fulw) = ¢/ Hy(2)

lastni vektorji operatorja JF2, kjer so H, Hermitovi polinomi. Kaksne so
pripadajoce lastne vrednosti?

2.51 Dokazi, da velja |f *gla < |f]i]g]e-
2.52 Dokazi, da velja Fao(f * g) = V2rF1(f)Fa(g)-

2.53 Naj bo funkcija f zvezno odvedljiva in naj f € L' in f’ € L' n L2
Dokazi, da je Ff € L'. Pomagaj si s Cauchy-Schwartzovo neenakostjo. To
pomeni, da inverzna formula za f velja v vsaki tocki.

Preostale naloge se nanagajo na L?-verziji sinusne in kosinusne transformacije.

2.54 Dokazi, da za vsako funkcijo f € L'(RT) N L%(R1) velja
| Feflz = |Fsflz = 1 £l
Dokazi, da obstajata razsiritvi
Fep, Fopt L*(RT) — L2(RY)
preslikav 7., Fs : LY(RT)NL?(RT) — L2(R"). Dokazi, da za vsak f € L?(R™)

| Feafl2 = [Fs2fl2 = [ ]
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2.55 Definirajmo preslikavo

O L2(R) @ L2(RY) — LA(R), &(f,¢)(z) = f(lz]) +Si/g%1($)g(|$|)

Dokazi, da je ® izomorfizem Hilbertovih prostorov in izracunaj njegov inverz

v,

2.56 Dokazi, da komutira diagram

L2(R) z L2(R)
o TY o TWw
LR @ LARY) oo, LARY) @ LA(RY)

kjer sta preslikavi ® in ¥ definirani kot v prejsnji nalogi.

2.57 Dokazi, da za vsak f € L?(R") velja

(fc,Z)Zf = ('7:3,2)2]0 = f'

Dokazi, da je .y = Fea in Fly = Fep.
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3. LAPLACOVA TRANSFORMACIJA

Osnovne lastnosti

Laplacova transformiranka funkcije f : [0,00) — R je definirana z
LUOE = [ foe a

Ce je f integrabilna na vsakem konénem intervalu in ¢e za dano kompleksno
stevilo zg obstaja L (f(t)) (z0), potem je funkcija Lf definirana in analiti¢na
v vsakem z € C, ki zadoséa Re z > Re 2.

Merljiva funkcija f je eksponentega naraSéanja, ¢e obstajajo taka Stevila
M,N > 0in k € R, da je f integrabilna na [0, N] in za vsak © > N velja
|f(z)] < MeF®. Za take funkcije £ (f(t)) (z) obstaja in je analiticna za vsak
z, ki zadosca Rez > k.

Obicajno L (f(t)) (¢) najprej izracunamo za velike realne z, nato pa s
pomocjo principa enoli¢nosti za analitine funkcije dobimo vrednost tudi za
kompleksne z.

Ce imata dve funkciji enako Laplacovo transformiranko, potem sta enaki
skoraj povsod (Lerchov izrek).

3.1 Dokazi, da je Laplacova transformiranka konstantne funkcije 1 v tocki z
enaka %, ce je Rez > 0.

3.2 Naj bo a > —1. Dokazi, da je

o Fla+1)
L) (z) = i
ce je Rez > 0.
3.3 Dokazi, da je
-1
£(nt) (z) = ——,

kjer je v = I"(1) Eulerjeva konstanta.

3.4 Naj bo a > —1. Dokazi, da je

IMa+1)—T(a+1)lnz

L(t%Int) (z) = g

27
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3.5 Dokazi, da za vsak k > 0 velja
1
LK) () = LLUIW0) ().

3.6 Premik slike. Dokazi, da za vsak a € C velja

(e f(1)) (2) = L(F®) (= — a).

3.7 Najboae€Rin Rez > a. Dokazi, da je

L (™) (2) = 1 , c(chat)(z):%cﬂ, L (shat) (2) = 2@

z—a z 22 —a?’

3.8 Naj bo a poljubno realno stevilo. Izrazi Laplacovi transformiranki funkcij
f(t)chat in f(t)shat z Laplacovo transformiranko funkcije f(t).

3.9 NajboaeRin Rez > 0. Dokazi, da je

a

L (cosat) (2) = i a

3.10 Izracunaj

L(e™t") (2), L (e"cosbt)(z)in L (e*sinbt) (2).

Inverzna transformacija

Inverzna formula za Laplacovo transformacijo. Naj bo funkcija f(t)
zvezna in odvedljiva na [0,00) in od nekod naprej omejena z MeFt. Ce je
¢ > k poljubno stevilo, potem je

c+iR
lim 1/ e L(f) (2) dz:{f(t)’ t>0

R—o0 271 c—iR 0, t<0’

Jordanova lema. Naj bo ¢ realno Stevilo, F(z) merljiva funkcija na
obmoé¢ju Rez < ¢ in R, € RT zaporedje, ki konvergira proti co. Oznaé¢imo
Ch={2: |z2| = Ryn, Rez <c} in M, = sup |F(z)|]. Ce velja lim M, =0 in

ZGCTL n—0oo
t >0, potem je lim [, F(z)e*" dz = 0.
n—oo n
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Iz inverzne formule in Jordanove leme sledi drugi izrek o razvoju. Naj
bo funkcija F(z) meromorfna na C, naj bo holomorfna na Rez > ¢, in naj
zadoSca predpostavkam Jordanove leme. Potem je

> Res(F(z2)e*t, z;), t>0
L1 (F(Z)) (t) = < {z pol F(2)} .
0, t<0

Kadar ima funkcija F'(z) razvejisée v tocki 0, si pomagamo tudi z integra-
cijo po Bromuicevi krivulji. To je sklenjena krivulja, ki gre najprej po kroznici
|z| = R od premice Rez = ¢ do abcisne osi, nato po abcisi od —R do —¢,
naredi en zavoj po kroznici |z| = €, gre spet po abcisi od —e do —R, zavije po
kroznici |z| = R do premice Rez = ¢ in nato nadaljuje po premici Rez = ¢
dokler se ne sklene. Integrala po abscisni osi se ne pokrajsata, ker integriramo
razlicni veji funkcije F'.

3.11 Naj bo a > 0. Izrac¢unaj inverzni Laplacovi transformiranki funkcij
1 z
Fz)=———=, G(z)=+——5=.
() (a2 + 22)2 (2) (a® + 22)2

3.12 Naj bo 0 < = < 1. Izractunaj inverzno Laplacovo transformiranko

funkcije
Fle) - hlv?)

T ()

3.13 Naj bo 0 < & < w. Izracunaj inverzno Laplacovo transformiranko
funkcije
h
F(z) = —Sh@2)

(14 22)sh(wz)
3.14 Naj bo v > 0. S pomocjo krivuljne integracije po Bromvicevi krivulji
izraCunaj inverzno Laplacovo transformiranko funkcije

1
ZV+1 :

3.15 Naj bo w pozitivna konstanta. Dokazi, da velja

2 V2 +w? + 2
L —coswt | (2) =\ ————,
it 22 + w?

29
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2 . V224 w2 -2

L —sinwt | (2) =4/ —5—5—-
mt 22 4+ w2

Inverzne transformiranke nekaterih realnih racionalnih funkcij lahko ra¢unamo
tako, da najprej racionalno funkcijo razstavimo na parcialne ulomke in upos-

Az — Bb
r-1 <m> (t) = Ae™ cos bt + Be™ sin bt.

3.16 Izracunaj inverzne Laplacove transformiranke funkcij
(a) F(2) =z,

(b) F(z) = ma

(©) F() = ks,
G0 pp——
() F(z) = =
3.17  Periodicen original. ~ Naj bo funkcija y(t) zvezna in periodi¢na s

periodo w. Dokazi, da velja

L(y(t) (2) = ——— /0 Tyt dt.

- 1 —ew?

3.18 Naj bo f(z) = |z|, ¢e je || < 7 in naj bo f periodi¢na s periodo 2.
Izrac¢unaj Laplacovo transformiranko funkcije f.
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3.19 Dokazi, da je

Laplacovo transformiranko £ (f(t)) (z) lahko izra¢unamo tudi tako, da f(t)
razvijemo v potencno vrsto in zamenjamo vrstni red seStevanja in integracije.
Inverzno Laplacovo tranformiranko £~! (F(z)) (t) lahko izra¢unamo tudi tako,
da F(z) razvijemo v vrsto po potencah % in zamenjamo vrstni red seStevanja
in invertiranja.

3.20 Naj bo a > 0. Dokazi, da velja

c <\/%sm2\/£> (2) = Z\l/ge;’ in £ <\/17Tt coszx/@ (2)

3.21 Naj bo a > 0. Dokazi, da velja

! <Z\1/Eei> (t) = \/%Smm in L7 <\}5

a
z

—ie
WV

a 1
ez | (t) = ——=ch2vVat.
)0 =2y
3.22 Dokazi prvi izrek o razvoju: Ce je funkcija F(z) analiti¢na v oo in
o0

ima v okolici co Laurentov razvoj F'(z) = > %, potem je njena inverzna
k=1

o
Laplacova transformiranka dana z f(t) = (,ﬁl)!tk—l. Pri tem je f(t) cela
k=1

funkcija.

3.23 Izracunaj naslednje inverzne Laplacove transformiranke

@ £ () 00 0 £ (i) 0

Heavisideova funkcija je definirana z
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3.24  Premik originala v levo. Naj bo f:[0,00) — R poljubna funkcija in
k > 0. Dokazi, da velja

L(f(E+ ) (2) = L (F(1)) (=) — e /f Jo t dt.

3.25 Premik originala v desno. Naj bo f : R — R poljubna funkcija in
k > 0. Dokazi, da velja

L(f(t—k)H(t—k))(2) = e L((1)) (2)-

Vsakemu zaporedju {an}nen kompleksnih stevil lahko priredimo stopni¢asto
funkcijo Z anX[nn+1) (7). Laplacovo transformiranko zaporedja definiramo

kot Laplacovo transformiranko njegove stopnicaste funkcije.

3.26 Dokazi

£ ({an}) (z) = 1 Zane ne,

3.27 Izrac¢unaj Laplacove transformiranke naslednjih zaporedij:

an =2", b, =n2", ¢, =n%2"

3.28 Dokazi, da za poljubna k,n > 0 velja formula

£_1<ekz>(t): 1 (= k) H(E R,

3.29 Izracunaj inverzne Laplacove transformiranke funkcij

A(z) = 2(1—16—) B() = z@_le_) in C(2) = Zk(z_le_)2

kjer je k poljubno naravno stevilo.

Odvajanje in integriranje

Laplacove transformiranke lahko ra¢unamo s pomocjo odvajanja ali integriranja
slike ali originala.
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3.30 Odvajanje originala. Naj bo funkcija y(t) zvezno odvedljiva na [0, co)
in eksponentnega naras¢anja. Dokazi, da velja

L (1) (2) = —y(0) + 2L (y(1)) ().

3.31 Resi naslednje sisteme diferencialnih enacb s konstantnimi koeficienti

(a) o'(t) = —11y(t) 4 62(t), y(0) =1,

Z(t) = —18y(t) + 102(t), 2(0) = 2,
(b) ¥/'(t) = y(t) — 42(t) + e, y(0) =0,
Z(t) = y(t) — 32(t), 2(0) = O,
(e) ¥'(t) = 2y(t) — ( ), ¥(0) =0,
() = 4y(t) — 2z(t), 2(0) = 1.

3.32 Naj bo funkcija y(t) eksponentnega narasc¢anja in zvezno odvedljiva za
vsak t > 0, razen za t = a, kjer naj ima skok. Dokazi, da velja

L (Y1) (2) = e [y(a—0) —y(a+0)] —y(0) + 2L (y(1)) (2)-

3.33 Vigji odvodi originala. Naj bo funkcija y(t) n-krat zvezno odvedljiva in
naj bodo funkeije y(t),y/(t), ...,y™ 1 (t) eksponentnega naraséanja. Dokazi

£(y™ 1) (2) = =y 00) — ... = 2Ty(0) + 2L (y(0) (2).

3.34 S pomocjo Laplacove transformacije resi naslednje diferencialne enache
s konstantnimi koeficienti

(a) ¥"(t) +5y'(t) + 6y(t) = 9+ 18¢, y(0) = y'(0) = 0,
(b) y"(t) +2y/(t) + y(t) = cht, y(0) = 1, y'(0) = —1,
(c) y"(t) + 4/ (t) + Sy(t) = e 2t sin 2¢t, y(0) = 3/ (0) = 0.

3.35 Resi diferencialno enacbo
yD(t) + 29" (1) + y(t) = sint

pri zacetnih pogojih
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3.36 Resi sistem enacb

y'(t) = y(t) + 2(t) + ¢,

pri zacetnih pogojih

3.37 Resi naslednjo diferen¢no-diferencialno enacbo

y'(t)=yt—1)+1, y(0)=0.

3.38 Resi naslednjo diferen¢no-diferencialno enacbo

y'(O) + 4yt - 1)+ 4yt —2)=t, y(0)=y(0)=0.

3.39 Odvajanje slike. Naj bo funkcija y(t) zvezna na [0,00) in eksponent-
nega narascanja, f(t) < Me*. Dokazi, da za Rez > k velja

L) () = L 1y(D) (2)

3.40 Vigji odvodi slike. Naj bo funkcija y(t) zvezna na [0, 00) in eksponent-
nega narascanja. Dokazi, da velja

() £00) ) = C0PLEso) ).

3.41 Pripravi tabelico naslednjih transformirank : £ (ty(t)) (z), £ (ty'(t)) (2)
in £ (ty/(1)) (=),

3.42 Resi enacbo
ty"(t) — (L + 1)y (t) + 2(1 = t)y(t) = 0,

pri zacetnih pogojih y(0) = a, ¥'(0) = b. Ali je zacetni problem resljiv
pri poljubnih a in b7 Ali je reSitev enolicna? Razlozi ta pojav s pomocjo
eksistencnega izreka.
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3.43 Poisci vse resitve diferencialne enacbe

ty"(t) + (4t — 1)y'(t) + (4t — 2)y(t) = 0,
ki zados¢ajo pogoju y(0) = 0.
3.44 Poisci vse resitve diferencialne enacbe

ty” (t) + (2t + 2)y/ (t) + (t +2)y(t) = 0.

3.45 Integriranje slike. Dokazi, da velja
t oo
c(fD 0= [Teuw wa

3.46 Dokazi, da je
sint

L <t> (z) = arcctg z.
3.47 Naj bo a,b > 0. Dokazi, da velja
ebt _ eat s —a
—_— =1 .
e(=5) 0= (35)

3.48 Integriranje originala. Dokazi, da velja

c(f ) ) ()= Le ) o),

3.49 Dokazi, da velja

t .
r </ sinu du> (2) = arcctgz'
0 u z

3.50 Ce je funkcija f zvezno odvedljiva na intervalu [0, c0) in ée sta f in f’
eksponentnega narasc¢anja, potem dokazi, da velja

lim =L (f(0)) (x) = £(0).

Inverzne transformiranke lahko ra¢unamo tudi s pomocjo formul za odvajanje
ali integriranje slike in originala.
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3.51 Izracunaj inverzno Laplacovo transformiranko funkcije
1
F(z) =In(1+ -).
z

3.52 Naj bo a > 0. Izrac¢unaj inverzni Laplacovi transformiranki funkcij

a? a?

F(z)=In(1+ =), G(2)=In(1- ?)

3.53 Izracunaj inverzno Laplacovo transformiranko funkcije

1 z
Fz)=-In| —— ) .
(=) z <\/1 + 22>
3.54 Izracunaj inverzno Laplacovo transformiranko funkcije
1
F(z) = —In(1+ z).
z

3.55 Izracunaj inverzno Laplacovo transformiranko funkcije

arctg z
F(z)= —

Konvolucija

Konvolucija funkcij f,g: RT — R je definirana s formulo

(F+9)a) = [ sla=00() d
Izrek o konvoluciji pravi

L(fx9)(z)=L(f)(2)-L(9)(2)

Iz izreka o konvoluciji sledi, da je

t
LT (F()G(R) (1) = (F*G)(t) = /0 F(t—w)G(u) du,

¢e sta F' in G v sliki Laplacove transformacije.



Konvolucija

3.56 Dokazi, daje fxg=gx*f.

at —bt

3.57 Izracunaj cosat x cosbt in e”* xe

3.58 Naj bo a > 0. Izra¢unaj inverzni Laplacovi transformiranki funkcij z
uporabo izreka o konvoluciji.

1 z

F(z) = m, G(z) = m.

3.59 Naj bo a > 0. Izrazi inverzne Laplacove transformiranke funkcij

a 1 1

Fi(z) = A Fy(z) = NECETD) in F3(z) = Tavz

s funkcijo napake erf(x) = % Iy e ds.

3.60 Naj bo a,b > 0. Resi naslednje Volterrove integralske enache prve
vrste:

(a) [y cosa(x —t)p(t) dt = sinba,
(b) [y e*@Dg(t) dt =1 — cosba,

(c) [y e @ Dg(t) dt = zeb®.

3.61 Resi naslednje Volterrove integralske enacbe druge vrste:
(a) o(t) = [ 6(t) dt + ¢,
(b) ¢(t) = [y e “p(t) dt + cosz,
(c) o(t) = [y (@ —t)p(t) dt + cos .

3.62 Resi naslednjo integro-diferencialno enacbo :

y'(x) =2 /093 sin(z — t)y(t) dt + cos(x).

Preostale naloge se nanasajo na posploSeni izrek o konvoluciji.
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3.63 Dokazi posploseni izrek o konvoluciji. Ce za funkcije f, F, g, G, q velja

L(f(t)(2) = F(2), L(g(t,7))(2) = G(z)e ™,
potem velja

e[ rmatenir) () = PG

3.64 Dokazi, da za primerno funkcijo f velja

W(t)\/)g(\/g) _r (\/1% /Ooo Fls)e™ ds> (2).

3.65 Izracunaj

3.66 Dokazi, da za primerno funkcijo f velja

3.67 Izracunaj
1
-1({
L <lnz> (x).

3.68 Dokazi, da za primerno funkcijo f velja

%c (F(2)) (in2) = £ (/OOO F“"”(tlffi) dt> (2).

i <z1112> ().

3.69 Izracunaj
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4. PARCIALNE DIFERENCIALNE ENAc¢BE
PRVEGA REDA

Kvazlinearna PDE prvega reda na R? je enacba oblike

Lu = F(x7 y? u7p7 q) = a(x7 y7 u)p + b(x? y? u)q - C(x7 y’ u) = 07

kjer sta p in ¢ obi¢ajni oznaki za parcialna odvoda u po = oz. y.
Zanima nas reSitev kvazilinearne enacbe Lu = 0, pri ¢emer zahtevamo, naj
graf u vsebuje krivuljo S. Recept za resevanje je naslednji:

(1) parametriziramo krivuljo S, s — v(s) = (z(s), y(s),u(s)),
(2) resimo karakteristi¢ni sistem

r = F, =a,
= Fq :b,
u = pF,+qF; =c;

pika oznacuje odvod na t.
Na podoben nagcin se lotimo zacetnih nalog za nelinearne enacbe prvega reda:
Lu = F(z,y,u,p,q) = 0, graf u vsebuje krivuljo S

le da je gornjemu karakteristicnemu sistemu potrebno dodati Se enacbi za p
in ¢, in izracunati zacetna pogoja za p in ¢q. Karakteristi¢ni sistem je

= F

T P>
y = Fq:
u = pkF,+qly,
p = —F,—pF,,
¢ = —Fy—qFy,

zaCetna pogoja za p in ¢ pa izraCunamo iz parametrizacije krivulje in diferen-
cialne enacbe. Analogno gre reSevanje za enaCbe na R, le da je karakteristi¢ni
sistem ustrezno vecji.
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Pfaffova enacba je enacba oblike
p(z,y, 2)dx + q(z,y, 2)dy + r(z,y, 2)dz = 0.
Ce oznac¢imo F = (p,q,r), se enatba prepise v
F.-dr=0.

Resitve enacbe so vse ploskve, ki so pravokotne na vektorsko polje F. Se
drugace, resitve so vse ploskve G(z,y,z) = ¢, kjer je grad G = pF za neko
funkcijo p.

Izkaze se, da je Pfaffova enacba resljiva natanko tedaj, ko je F - rot F = 0.
Metoda za reSevanje je naslednja:

(a) Fiksirajmo eno spremenljivko, npr. z. Pri fiksnem z dobimo enac¢bo
p(x,y, Z)dl‘ + q(a:,y, Z)dy =F3- dr = 07 kjer je Fs = (p7 q)

(b) Ker v R? za vsako vektorsko polje V obstaja tak Lagrangev mnozitelj
u, da je pV = grad G za neko funkcijo G, je gornja enacba resljiva. Naj
bo Ga(x,y, z) + f(z) resitev, kjer je f(z) integracijska ’konstanta’.

(c) Pisimo G(z,y,2) = Ga(x,y,2) + f(z). Radi bi dolocili f tako, da bo
grad G = pF za nek p. Pogoj F - rotF = 0 zagotavlja, da bomo iz
gornjega sistema dobili navadno diferencialno enacbo prvega reda za f,
kar nam bo dalo resSitev originalne enacbe.

4.1 Dan je diferencialni operator Lu = xu, + yuy,.

(a) Uvedi taki novi koordinati « in 3, da bo enac¢ba Lu = 0 v novih
koordinatah oblike ug = f(a, 5, u).

(b) Resi enacbo Lu = 0 pri naslednjih pogojih

(1) uw(z,y) =1naz?+9%=1,
(2) u(z,y) = zy na 2?2 +y% =1,
(3) u(w,z) =1,

4) u(z,1—z)=2%+1.

(¢) Resi enacbo Lu = u — x? — y? pri pogoju u(z, —2) = z — 2.
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4.2 Resi enacbo
(29 + 2u)p — (y2® + yu)g + (22 — y2)u = 0
pri pogojuu =1,z +y =0.

4.3 Resi enacbo
T2UL + YZUy — (1‘2 + yQ)uZ =0

pri zacetnem pogoju u(z,y,0) = 2x+y. Nasvet: resitev i3¢i v implicitni obliki.

4.4 Resi enacbo
Tp +yq = pq

pri pogoju u(z,0) = 2z.

pri pogoju u(zx,0) = %1‘2.

4.6 Poisci vse resitve enacbe

xpq +yq® =1

pri pogoju u(z,1 —z) = 2.

4.7 (a) Poisci popolni integral (dvoparametri¢no druzino resitev) enacbe
2qz = 2pqx + 2q2y +14¢>

(b) Poiséi vse ¢lanice zgornje druzine, ki se dotikajo ploskve 2z = y? + 22.
Nasvet: iz pogoja na gradiente izrazi y, z kot funkciji parametra.

(c) Poiséi tisto resitev, ki se dotika ploskve 2z = y? + 22 vzdolz neke krivulje.
Doloéi se krivuljo.
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4.8 Poisci vse resitve enacbe
pq —xp® +yq* = —1

pri pogoju u(x,z) = 2. Resitev izrazi z originalnimi koordinatami.

4.9 Pois¢i vse resitve enacbe

pqg—xp+yq =0
pri pogoju u(zx,0) = x.

4.10 Resi zuy — yu, = u pri pogoju u(z,0) = h(x).
4.11 Resi F(p) = q pri pogoju u(z,0) = h(x), ée je F razreda C'.
4.12 Resi zu,; — uy = 0 pri pogoju u(z,0) = .

4.13 Naj bo u € C'(R?) nekonstantna. Pokazi, da u ne more biti resitev
enacbe xp® + yg® = 0.

4.14 Resi enacbo
Uy + Uy + Uy = UgUyUy

pri pogoju u(x,y,0) = 2z + y.

4.15 Resi enacbo

TUz + YUy =
Uy + Uy

pri pogoju u(zx,0) = z.

4.16 Resi enacbo
1

TUy + YUy + 2Uy = ——
xz T YUy z Ug + Uy + s

pri pogoju u(x,y,0) =z + y.
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4.17 Resi enacbo
P 4 pg+q* —u®=0.

pri pogoju u(z, —z) = 2v/3.

4.18 Resi enacbo
P +p2a+p® +¢* —u=0

pri pogoju u(x, —x) = 4. Resitev izrazi z originalnimi koordinatami.

4.19 Pokazi, da je F(x1,...,zn,u) = 0 implicitno podana reSitev kvazili-
nearne parcialne diferencialne enache, ¢e je F' prvi integral karakteristi¢nega
sistema. Naj bosta F, G prva integrala karakteristicnega sistema. Pokazi, da
je z enacbo H(F,G) = 0 tudi implicitno podana resitev kvazilinearne parcialne
diferencialne enacbe.

4.20 Dana je linearna diferencialna enacba
f(xv Y, Z)um + g(i(f, Y, Z)Uy + h(‘rv Y, Z)’U,z = a(ac, Y, z, U),

If] + lg| + |h| # 0. Naj bosta F in G funkcijsko neodvisna prva integrala
sistema & = f,9y = g,%2 = h. Pokazi, da (vsaj lokalno) obstaja taka funkcija
H, da ima v novih koordinatah o = F, 8 = G, v = H diferencialna enacba
obliko uy, = A(a, 3,7, u).

4.21 (a) Med vsemi ploskvami v prostoru, katerih normala je pravokotna na
krajevni vektor, poiséi tisto, ki vsebuje krivuljo s — (cos s, sin s, s).

(b) Poisci vse ploskve, katerih normala je pravokotna na krajevni vektor.
Kaksno lastnost imajo njihove implicitne enac¢be? Odgovor utemelji!

Nasvet: Resi najprej problem za krivulje v ravnini.

4.22 Med vsemi ploskvami, ki so ortogonalne na druzino
z=a+2xy, a € R
poiséi tisto, ki vsebuje krivuljo

r(s) =(s,0,s), seR.
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4.23 Dani sta druzini ploskev y? — 22 = A, 2(y — 2) = B.

(a) Poisci vektorsko polje V, ki je tangentno na obe druzini.

(b) Poisci ploskev h, ki je ortogonalna na vektorsko polje V in vsebuje
krivuljo v(s) = (s, —s, $/2).

(c) Poisci ploskev h, ki je tangentna na vektorsko polje V in vsebuje
krivuljo v(s) = (s, —s, s/2).
Resitvi pri (b) in (c) izrazi v originalnih koordinatah.

4.24 Poiséi druzino ploskev, ortogonalnih na druzini z? + y?> + 22 = C,
2?4+ y% = Dz.

4.25 Poiséi druzino ploskev, ortogonalnih na druzini 22 + y> 4+ z = C, 22 —
y?+2=D.

4.26 Dano je vektorsko polje F = (2(3z2 4+ 1),2(3z2 + 1),z + y).
(a) Poiséi druzino ploskev f(z,y,z) = C, ki so ortogonalne na F.

(b) Poisci druzino ploskev, ki so ortogonalne na f(z,y,z) = C. Katera
vsebuje krivuljo z = 1, 22 + y?> = 17

4.27 Poiscéi druzino ploskev, ki je taka, da gredo vse tangentne ravnine na
posamezni ¢lanici druzine skozi isto tocko. Katera vsebuje r(s) = (1,s,s)?

4.28 (a) Najbod = (a,b,c) € R3 neniceln vektor. Pokazi, da vsaka rotacijska
ploskev 2z = u(z,y) v R?, ki ima Rd za rotacijsko os, zados¢a kvazilinearni
parcialni diferencialni enacbi

(bz — cy)uy + (cx — az)uy = ay — bx.

Nasvet: Pokazi, da je vsaka kroznica s sredis¢em na Rd, ki lezi v ravnini z
normalo d, karakteristika.

(b) Resi zgornjo enacbo za (a, b, c) = (1,1, 1) pri za¢etnem pogoju u(x,z) = 0.
Katero ploskev dobis?
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5. KLASIFIKACIJA PDE DRUGEGA REDA V
DVEH SPREMENLJIVKAH

Naj bo
Lu = augy + 2bugy + cuyy + dug + euy + f

diferencialni operator drugega reda. Operator
Lou = augy + 2bugy + cuy,
imenujemo glavni del L. Glede na diskriminanto
D(z,y) = b*(z,y) — a(x, y)c(z,y)

enacbe lahko klasificiramo. Enac¢ba Lu = 0 je v tocki (x,y) hiperbolicéna, ¢e je
D(z,y) > 0, paraboli¢na, ¢e je D(x,y) = 0 in elipticna, ce je D(x,y) < 0.

Tip enacbe je neodvisen od koordinatnega sistema. Izkaze se, da za vsak
tip enacbe lahko najdemo posebej enostavno obliko enacbe, ki ji pravimo
kanoni¢na. Kanoni¢na oblika za elipti¢cno enacbo je Lu = gy + uyy + L1(u),
kjer je Ly diferencialni operator prvega reda. Paraboli¢na enacba ima kano-
niéno obliko Lu = wug, + Li(u), za hiperboli¢no pa sta dva, in sicer Lu =
Uge — Uyy + L1(u) in Lu = uyy + L1 (u).

5.1 Klasificiraj enacbo in jo resi:

Ugy + gy + duyy = 0.

5.2 Klasificiraj enacbo in jo prevedi na kanoni¢no obliko:

Ugz + OUgy + uyy = 0.

5.3 Klasificiraj enacbo in jo prevedi na kanoni¢no obliko:

ch? TUzy — 28h ULy + Uyy = 0.

5.4 Klasificiraj enacbo in jo prevedi na kanoni¢no obliko:

yzum — 2xYugy + xzuyy = (y2/$)ux + (:rQ/y)uy
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5.5 Zapisi enacbo
2z — 2(y — Duyy —uy =0, y>1,
v kanoni¢ni obliki. Resi ena¢bo pri pogojih

lim u(x,y) =z, lim z,y+1)=ux.
Jim, u(z,y) =@, lim, yuy(@,y+1)
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6. LAPLACOVA ENA¢BA

Laplacova enacba se glasi
Au =0,
kjer je
AU = Ug iz, + -+ Ugpa, -
Resitvam Laplacove enacbe pravimo harmonicne funkcije. Harmonicne funk-
cije zadoscajo principu maksima: Ce je D odprto omejeno obmocje in f nekon-
stantna harmoni¢na funkcija na D, ki je zvezna na D, zavzame f maksimum

(in minimum) na robu. Harmoni¢éne funkcije imajo tudi lastnost povprecne
vrednosti: za vsaka a,r za katera je B(a,r) C D, velja

1
wl(B(a,r)) /Bw,r) fw)dVe.

Fundamentalna resitev za Laplacov operator je funkcija N(z), ki v (smislu
distribucij) resi enacbo AN = §y. Za R™ dobimo naslednje resitve:

fla) =

1
N(z) = Py log |z| v dveh dimenzijah in
i
1
N(z) = > 9,
() B a2 zan
kjer je
7.rn/2
T (n2)

povr§ina enotske sfere v R™.

Naj bo D omejeno obmocje gladkim (to je C*°) robom in S = 0D.
Greenova funkcija obmocja D za Laplacov operator z Dirichletovimi robnimi
pogoji je funkcija G(z,y), ki zadoS¢a naslednjim pogojem:

(a) G(z,y) je definirana za vsak x € D, y € D, x # v,

(b) za vsak z € D je funkcija y — G(x,y) + N(x — y) harmoni¢na na D in
zvezna na D,

(c) zavsak z € D in vsak y € S je G(x,y) = 0.
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Izkaze se, da obstaja ena sama taka funkcija. Omenimo tri lastnosti
Greenovih funkcij:

e velja G(z,y) = G(y,x) za poljubna z,y € D, x # y,
e velja 0 < G(z,y) < —N(z —y) za poljubna z,y € D, x # vy,

e za vsako dovolj lepo funkcijo f : D — R je funkcija v(x), definirana s
predpisom v(x) = — [, G(x,y) f(y)dy, resitev naloge Av = f, v|sp = 0.

e za vsako dovolj lepo funkcijo g : S — R je funkcija w(x), definirana
s predpisom w(z) = —fs %G(m,y)g(y)dy, resitev naloge Aw = 0,

wlap = g.

Funkciji P : D x S — R, ki je definirana kot minus normalni odvod G na

robu, P(x,y) = —a%yG(a;, y), pravimo Poissonovo jedro za obmodje D.

Harmoniéne funkcije, Greenova funkcija, Poissonovo jedro

6.1 Naj bosta Q1,0 C R? obmo¢ji. Pokazi, da C? difeomorfizem f : Q; —
()9 ohranja harmonicnost, se pravi

u harmoni¢éna na €29 = wu o f harmoni¢na na €21,

natanko tedaj, ko je konformna preslikava. Namig. V eno smer zadoS¢a pogoj
napisati na harmoni¢nih polinomih nizkih stopenj.

6.2 Naj bo F : D — D’ konformna preslikava, ki je homeomorfizem D —
D/, kjer sta D, D’ C R? odprti omejeni mnozici z Greenovima funkcijama G
oziroma G’. Dokazi:

G(z,y) = G'(F(z),F(y)).

6.3 Napisi Greenovo funkcijo za naslednja obmocja: (1) R x RT, (2) prvi
kvadrant, (3) B%(0,a) N (R x R*), (4) pas R x [0,a], (5) prvi oktant, (6)
R"~! x R*, (7) B™(0,a) N (R*! x RY).



Harmoniéne funkcije, Greenova funkcija, Poissonovo jedro

6.4 Naj bo P(x,y) Poissonovo jedro za krog B?(0,a), G(x,y) pa Greenova
funkcija (x,y € R?). Izracunaj integrala

[ Pawds, i [ Gy,
51(0,a) B2(0,a)

6.5 (a) Naj bosta a in b realni stevili. Resi

Au = ana B"(0,1),
u = bnaS"(0,1).

(b) Naj bo g zvezna funkcija na S"~1(0,1) in f € C?(B"(0,1)). Pokazi, da

je
1
s < s gl 45 swp |fl
B"(0,1) Sn=1(0,1) "B 0,1)
¢e je funkcija u resitev enacbe Au = —f, ul[gn-1(91) = g

6.6 Naj bo Z : R" — R" zrcaljenje preko hiperravnine R"~! x {0} in D C R"
obmocje, za katerega je Z(D) = D. Privzemimo, da ima D Greenovo funkcijo
G(z,y) in Poissonovo jedro P(x,y). Z G*(x,y) in PT(x,y) ozna¢imo Greenovo
funkcijo in Poissonovo jedro za obmocje DT = DN (R"~! x RT).

(a) Izrazi Gt z G.

(b) Poiséci zvezo med P in PT.

Naj bo (9D)* = dD N (R™ ! x RT) in L = DN (R* x {0}).
(¢) Za dano funkcijo f: (OD)* — R definiramo

f(x), ze(0D)", . f(x),
F+(m):{ (())’ :UE(L ) 1nF(a:):{ (z)

Privzemi, da je F'™ zvezna in pokaZi, da funkcija
H@) = [ Pay)F() ds,
oD

resi enacho AH(z) =0 na DT, H|gp+ = FT(x).

Preden se lotis reSevanja, si narisi sliko!
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6.7 Naj bo 0 < a < b. Resi Poissonovo ena¢bo

0, r<a
Au=< -1, a<r<b,
0, b>r

kjer je u zvezno parcialno odvedljva funkcija na R3, ki je odvisna samo od
oddaljenosti r od izhodis¢a in gre v neskoncnosti proti 0.

ResSevanje z integralskimi transformacijami

Kadar je obmocje D ravnina, polravnina, kvadrant, pas ali polpas se lotimo
Laplacove enacbe na D z eno od treh Fourierovih transformacij. Izbor je
odvisen od robnih pogojev. Ponovimo osnovne formule:

f(f)(Z)z\/;—W/mf( ei% i, [ (x r/mﬂf (2)ei=® dz,
\/>/ f(z)sinzz dx, f(x \/>/ Fs (f) (z)sinzzdz,
f/ F (&) cos 2z de, f(z \f/ £ () (2) cos o d.

Predpostavili smo, da sta tako funkcija f kot njena transformiranka v L'. Pri
rac¢unanju inverzne transformiranke si pogosto pomagamo s formulo

+oo
F(f+9)()=F(NEF@E). (Fra)@ == [ fo—uglu)du
ali pa z izrekom o residuih. Drugi odvodi se transformirajo takole:

F(f") () = —2F(f
Fs (") (z) = \/>f )z — 22 F. (f) (2),

A = 0= 2E 0

Pri tem smo predpostavili, da je lim f(z) =0 in hm f(x) =

r—+o0o r—+o0



Resevanje z integralskimi transformacijami

6.8 Naj bosta a,b > 0, ab # km. Resi enacbho
Au =0
na obmocju z € R,0 <y < a pri robnih pogojih

w(x,0) = e w(z,a) = 0.

6.9 Naj bosta a,b > 0. Resi enacbo
Au =0
na obmocju z € R,y > 0 pri robnem pogoju

_ bzl <a
u(x,O)—{O’ o] >a

Resitev tudi geometrijsko interpretiraj.

6.10 Naj bosta a,b > 0 in h € R. Resi enacbo
Au=0
na obmocju z € R,y > 0 pri robnem pogoju

b, |z|]<a

uy(x,0) + hu(z,0) = {0 2[>a

Kaj se zgodi v primeru h = 0?7
6.11 Naj bosta a,b > 0. Resi enacbo

Au=0

na obmocju x > 0,y > 0 pri robnih pogojih

u(0,y) =0, wu(z,0)= {07

b, 0<x<a
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6.12 Naj bosta a,b > 0. Resi enacbo
Au =10

na obmocju z > 0,y > 0 pri robnih pogojih
uw(0,y) =0, uy(z,0)= {0

6.13 Naj bosta a,b > 0. Resi enacbo
Au =10
na obmocju z > 0, 0 < y < a pri robnih pogojih

u(0,y) =0in  wu(xz,0) =0, wu(x,a)="h.

Resevanje s separacijo spremenljivk

Enacbe, ki jih dobimo po separaciji spremenljivk, so odvisne od tega, v
katerih koordinatah delamo. Obravnavali bomo kartezi¢ne, polarne, cilindri¢ne
in sferi¢ne koordinate.

Kartezi¢cne koordinate

Kadar je obmocje D interval, pravokotnik ali kvader, uporabimo pri reSevanju
Laplacove enacbe na D karteziéne koordinate. V teh treh primerih je

" .
Au=1"(z), Au=ugy + Uy, ozitoma AU = Uyy + Uyy + Us.

Po separaciji spremenljivk dobimo eno od trigonometrijskih vrst. Katero, je
odvisno od robnih pogojev.

6.14 Naj bo 0 < a < b. Resi enacbo

" . _27 |$|<a
““‘)‘{o, a<la|<b’

pri robnih pogojih u(—b) = u(b) = 0.

Resi isto ena¢bo pri nehomogenih robnih pogojih oblike u(—b) = ¢, u(b) =
d tako, da jo s primerno substitucijo prevede$ na enacbo s homogenimi robnimi
pogoji.
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6.15 Naj bosta a,b > 0 in fi, f2 € L?[0,a]. Resi Laplacovo enacbo
Au=0
na obmodju [0, a] x [0, b] pri robnih pogojih
u(z,0) = fi(z), u(z,b) = fa(z),
u(0,y) =0, u(a,y) = 0.
6.16 Naj bosta a,b > 0in fi, fo € L?[0,a] in g1, g2 € L?[0,b]. Resi Laplacovo

enacbo
Au =0

na obmodju [0, a] x [0, b] pri robnih pogojih
u(z,0) = fi(z), u(z,b) = fal),
w(0,y) = g1(2), u(a,y) = g2().

6.17 Resi enacbo Au = 0 na obmoéju [—m/2,7/2]? pri pogojih
w(z,—7/2) =u(x,7/2) =0, u(—m/2,y)=cos(y) = —u(r/2,y).

6.18 Resi enacbo Au = 0 na obmoéju [—, w]? pri pogojih

u(—m,y) =u(r,y) =0, u(z,—7n)=ulz,nr)=r>—z2

6.19 Naj bosta a,b > 0in f € L?[0,a]. Resi Laplacovo enacho
Au=0
na obmodju [0, a] x [0, b] pri robnih pogojih
uy(,0) =0, u(z,b) = f(z),
uz(0,y) = 0, u(a,y) = 0.
6.20 Naj bo D = [0,a] x [0,b] in h € L?(D). Resi Poissonovo nalogo
Au=—h

na obmoc¢ju D pri robnem pogoju u|gp = 0. V primeru h = 2 koeficiente tudi
eksplicitno izracunaj.
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6.21 Naj bo D = [0,a] x [0,b] in (x0,y0) € D. Predstavljajmo si, da je
(zo,y0) X R zica, po kateri je razporejen naboj s konstantno linearno gostoto
@ in da je 0D x R prevodna skatla. Kaksna je porazdelitev elektricnega
potenciala u znotraj Skatle?

6.22 Naj bo D =[0,a] x [0,0] x [0, ¢c]. Predstavljajmo si, da je 9D prevodna
skatla in da se v tocki (29, ¥, 20) € D° nahaja naboj e. Kaksna je porazdelitev
elektri¢nega potenciala u znotraj Skatle?

6.23 Resi enacbo Au = yz na obmoéju D = [0, 7]? pri pogoju ulsp = 0.

Polarne koordinate

Kadar je obmocje D krog, krozni izsek, zunanjost kroga, izsek zunanjosti
kroga, kolobar ali izsek kolobarja uporabimo pri reSevanju Laplacove enacbe
na D polarne koordinate. V tem primeru je

1 1
Au = Upp + ;uT + ﬁ“sw-

Oglejmo si najprej nekaj primerov, ko je funkcija v odvisna samo od r. V tem
primeru zadnji ¢len v gornji formuli odpade.

6.24 Resi Poissonovo nalogo
Ay =—1

na enotskem krogu pri robnem pogoju

u(1,¢) = 0.

6.25 Poisci kaksno reSitev enacbe

Ay = ”95H2002 + HtzOM

v R3,
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6.26 Resi Poissonovo enacho
Au = —1
na neskon¢énem valju z radijem a pri robnem pogoju

(ur + hu)|p=q =0, h #0.

6.27 Naj bo 0 < a < b. Resi Poissonovo enacbo

0, r<a
Au=< —1, a<r<b,
0, b<r

kijer je u zvezno parcialno odvedljiva funkcija na R?, ki je odvisna samo od
oddaljenosti r od z osi. Dokazi, da je u v neskonénosti neomejena.

V primeru, ko je funkcija u odvisna tako od r kot ¢, dobimo za reSitev
Laplacove enacbe Au = 0 s separacijo spremenljivk u(r, ¢) = R(r)®(y) enacbi

" () + 1*®(¢) =0, 7*R"(r) +rR'(r) — v*R(r) = 0.

Glede na robne pogoje dolo¢imo v. V splosnem je nastavek oblike

u(r,0) = Alogr + Z(Anr”" + Bpr ") (Cy cos vpp + Dy sinvy), vy # 0.

n=1
Glede na obliko obmocja D lo¢imo naslednje moznosti:

(1) Ce je obmocje D krog, zunanjost kroga ali kolobar potem zaradi periodi¢nosti
dobimo v, = n € Ny. Ce je D krog, vzamemo zaradi omejenosti v 0
A=0,A, =1, B, =0. Ce je D zunanjost kroga, imamo obi¢ajno pogoj
na omejenost v neskoncnosti, zato v takem primeru vzamemo A, = 0,

B, =1, n > 1. Koeficienta C,, in D,, dolo¢imo iz robnih pogojev po r.

(2) Ce je obmocje D izsek kroga, zunanjosti kroga ali kolobarja, kjer ¢ tece
od 0 do g, potem je v, odvisen od robnega pogoja po ¢:

a) Ce je u(r,0) = u(r,¢0) =0,je A=0,C, =0, Dy, =1in v, = Z—g,
n € N.
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b) Ce je u(r,0) = uy(r, o) = 0, je Cp = 0, Dy = 1 in vy, = Z7.

nT

c) Ce je up(r,0) = up(r, o) =0,je C, =1, D, =0in v, = o Ce
je D izsek kroga, je A = 0.

V primeru nehomogenih ali meSanih pogojev po ¢ nastopijo tezave.

Koeficiente A, in B,, potem dolo¢imo iz robnih pogojev po r. Pri izseku
kroga vzamemo B,, = 0 in pri izseku zunanjosti kroga vzamemo A,, = 0.

6.28 Resi enacbo Au = 0 na B2(0,1) pri pogoju

u(1790) = |90‘7 wE [_71-771-]'

Kaj lahko poves o konvergenci dobljene vrste?

6.29 Resi enacbo Au = 0 na B?(0,1) pri pogoju

—sinp, —T<p<0
1 =
u(l, ) { sin @, O<p<m

6.30 Resi enacbo Au = 0 na B?(0,1) pri pogoju

-1, —7m<¢p<0
1, O<p<m

Resitev izrazi z elementarno funkcijo. Koliko je u(1/2,7/2)?

6.31 Naj bo a > 0, n naravno stevilo in D krozni izsek z radijem a in kotom
m/n. Resi Laplacovo enacbo
Au=0

pri robnih pogojih

u(a, ) =sinny, wu(r,0) =0 in u(r, E) =0.
n

6.32 Resi enacbo Au = 0na D = B*(0,1) N (R™)? pri pogojih

u(l,p) = p(m —2¢), ¢ €[0,7/2] in u(r,0) = u(r, g) =0, rel0,1].
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6.33 Na komplementu kroga B2(0,a) resi enacbo

pri robnem pogoju

in pri asimptotskem pogoju
u(r, ) = crcose

za velike r. Naloga opisuje kako se vede ravninski tok idealne tekocine, ki s
hitrostjo ¢ teée v smeri z osi, ko naleti na krog B?(0,a). Hitrost tekocine je
gradient funkcije u.

Nasvet: Pomagaj si z substitucijo v = u — cr cos .
6.34 Naj bo D polkrog z radijem a, ki lezi na gornji polravnini. Resi ena¢bo
Au = *2, u|3D:0.

Nasvet: Pomagaj si s substitucijo v(r, p) = u(r, ) + y* = u(r, @) + r?sin? .

6.35 Resi enacbo
Au =0

na polkrogu r < 1,0 < ¢ < 7 pri robnih pogojih
u(r,0) =r, u(r,m)=—-r, u(l,¢)= f(e).

Nasvet: Pomagaj si s substitucijo v(r, ¢) = u(r, ) — r cos @.
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7. DIFUZIJSKA ENAcEBA

Difuzijska enacba v eni spremenljivki se glasi
U = gy
in opisuje prevajanje toplote po (konéni ali neskonéni) palici.

Izrek. Naj bo D C R omejeno obmocéje z robom S in 0 < T" < oo. Potem
obstaja najvec ena zvezna funkcija u na D x[0,T7, ki se na paraboli¢nem robu
(D x 0) U (S x [0,T]) ujema z dano funkcijo in resi enacbo uy = c2uzy.

Izrek. Parabolicni princip maksima. Ce je u zvezna na QD x [0,7] in resi
enacbo u; = Awu, zavzame maksimum maxg v na paraboliénem robu.

7.1 Naj bo D = (a,b) C R omejen interval. Naj funkcija u resi enacbo
Ut = Uy na D. Zacetna porazdelitev toplote naj bo u(xz,0) = f(z) in naj bo
obmocje na robu ali izolirano ali pa naj ima rob temperaturo 0. Privzemi, da
je resitev dovolj gladka na [a, b] in pokazi, da je

E(t) := /abu2(ac,t) dr < /abe(x) dz.

Naj bo u(z) = lim;—, o u(x,t). Kateri enacbi ustreza funkcija u(z)? Za oba
primera u tudi izracunaj.

ResSevanje z integralskimi transformacijami

Kadar je obmoéje D enako R ali RT, resujemo difuzijsko enacbo na D
bodisi z Laplacovo transformacijo po t bodisi z eno od treh Fourierovih tran-
sformacij po z. Prva metoda ima prednost, kadar je zac¢etni pogoj homogen,
druga pa kadar je robni pogoj homogen. Laplacovo transformacijo po ¢ bi
lahko uporabili tudi v primeru, ko je D koncen interval, vendar si v tem
primeru raje pomagamo s separacijo spremenljivk.
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7.2 Resi enacbo

U = gy
na obmocju z € R, ¢t > 0 pri zacetnem pogoju
u($70) = f(x)v

kjer je f dana funkcija. Enacba opisuje prevajanje toplote po neskonéni palici.

7.3 S pomocjo Fourierove transformacije resi enacbho

Ut = Ugy
22

na obmocju z € R, ¢ > 0 pri pogoju u(z,0) = ze~

7.4 Resi enacbo

= gy
na obmoc¢ju x > 0, ¢ > 0 pri robnem pogoju
U(O, t) - ¢(t)

in zaCetnem pogoju
u(z,0) = 0.

Predpostavi, da je funkcija u omejena.

7.5 Resi enacbo
Up = gy

na obmocju x > 0, ¢t > 0 pri robnem pogoju
ug(0,1) = 9(t)

in zaCetnem pogoju
u(x,0) = 0.

Predpostavi, da je funkcija v omejena.
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7.6 Resi enacbo

Uy = C2’U,xx

na obmocju x > 0, t > 0 pri robnem pogoju

u(0,t) =0
in zaCetnem pogoju
u(z,0) = f(x).
7.7 Resi enacbo
U = gy

na obmocju z > 0, ¢ > 0 pri robnem pogoju

uz(0,t) =0
in zaCetnem pogoju
u(z,0) = f(z).
7.8 Izpelji resitev enacbe
Ut = Ugy

na obmocju x > 0, t > 0 pri zacetnem pogoju
u(z,0) = sinz + cos 2z,

in robnem pogoju
uy(0,t) = e "

7.9 Naj bo ¢,ug,h > 0 in f dana funkcija. Resi enacbo
U = gy

na obmocju x > 0,¢ > 0 pri zatetnem pogoju
u(z,0) = ug

in robnem pogoju

uz(0,t) = hu(0,¢).

Preveri, ¢e dobis smiseln rezultat, ko gre h — 0 ali x — 0.
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7.10 Resi enacbo

Uy = C2’u5m;

na obmoc¢ju x > 0, ¢ > 0 pri robnem pogoju

u(0,1) = ¢(t)

in pri zaCetnem pogoju

u(z,0) = f(x).

7.11 Resi enacbo

Up = Ugpy + €%

na obmocju x > 0, ¢t > 0 pri pogojih

u(z,0) =0, wuz(0,t)=0.

ResSevanje s separacijo spremenljivk

Naj bo D = (a,b) in ¢ > 0 konstanta. Is¢emo tako funkcijo u = u(x,t),
x € [a,b], t > 0, ki resi nehomogeno difuzijsko enacbo

up = gy + F(x,t)

pri pogojih

u(z,0) = f(x), x € [a, b

B,(u) = au(a,t) + Bug(a,t) = A, By(u) = yu(b,t) + du,(b,t) = B, t>0.

Recept je takle:

(a)

Homogenizacija robnih pogojev. Ce konstanti A in B nista obe enaki
ni¢, potem poiséemo tako funkcijo w = w(z), ki zados¢a obema robnima
pogojema in napravimo substitucijo u(x,t) = u(x,t) + w(z). Nova
enacba je Uy = lgs + F(a:,t), kjer je F = F + wyy, nova zaetna
pogoja pa sta @(z,0) = f(x), kjer je f = f —w in By(@) = 0, By(@) = 0.

Resevanje lastnega problema. S separacijo spremenljivk resimo lastni
problem vy, = Av, By(v) = By(v) = 0. Dobimo $tevno mnogo lastnih
vrednosti. Vsaki pripada konéno lastnih vektorjev. Naj bo v,, kompleten
ortogonalen sistem lastnih vektorjev.
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(c) Razvijemo F(z,t) =3, Fu(t)vn(z) in f(z) =3, fauvn(z), Kjer je

S Petpa@de [ (@)en(e) de
S v ()2 dae " Pe(a)?de

a a

Fa(t)

(d) Resitev (nove) enacbe je

iz, t) =Y Tu(t)on(z),

n

kjer je funkcija T, resSitev zatetne naloge
T,(t) = CQ)‘HTn(t) + Fu(t), Th(0) = fa

Na koncu k @ pristejemo w, da dobimo u.

Karteziécne koordinate

Naslednje naloge se nanaSajo na prevajanje toplote po palici dolzine I.

vsaki pojasni fizikalni pomen.
7.12 Naj bo ¢, I, Ty > 0. Resi enacho
Uy = czum

pri zacetnem pogoju
u(z,0) = f(x)

in robnih pogojih
u(0,t) = u(l,t) = 0.

Podrobno obravnavaj primere
flx) =T, f(x)="Tox/l, f[(z)=Tox(l—x)/l?

kjer je Ty konstanta.

Pri
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7.13 Naj bo ¢,l > 0 in F(z,t) dana funkcija. Resi ena¢bo
Up = gy + F(x,t)

pri zacetnem pogoju
u(z,0) =0

in robnih pogojih
u(0,t) =0, wu(l,t)=0.

Podrobno obravnavaj primera
(a) F(x,t) = Xxjo,n(7), kjer je 0 < h </,

(b) F(x,t) = A coswt, kjer A,w > 0.

7.14 Naj bo ¢,l > 0. Resi enacbo
U = gy

pri zacetnem pogoju
u(xz,0) =0

in robnih pogojih
U(Oat) = ¢(t)> U(l,t) = ¢(t)
Podrobno obravnavaj primera

(a) ¢(t) =0, ¥(t) = Tp, kjer je Tp konstanta ter

(b) ¢(t) =0, ¥(t) = Ty sinwt, kjer sta Ty, w > 0 konstanti.

7.15 Resi enacbo
Up = gy

pri zacetnem pogoju
u(z,0) = f(x)

in pri robnih pogojih
u(0,t) =0, wux(l,t)=0.
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7.16 Naj bodo a,b,l > 0. Resi enacbo
U = gy

pri zacetnem pogoju
u(z,0) =0

in robnih pogojih
u(0,t) =0, wuy(l,t) =0

7.17 Resi difuzijsko enacbo u; = wug, za koncéno palico dolzine [, ki je v

Sna je stacionarna porazdelitev temperature?



VALOVNA ENACBA

8. VALOVNA ENA¢BA

Valovna enacba v eni dimenziji se glasi
Ut = gy
Opisuje nihanje strune. Za nihanje neskoncne strune
Ut = CQUm
na obmocju x € R, t > 0 pri zacetnih pogojih u(z,0) = f(x), u(z,0) = g(x),
nam reSitev pove D’Alembertova formula:

x+ct
(@, ) = %[f(w Fet) + flo— ct)] + 1/ o(s) ds.

2¢ —ct

Valovno enac¢bo na kon¢nem intervalu lahko reSujemo bodisi s separacijo
bodisi z Laplacovo transformacijo po t.

Izrek. Obmodcije vpliva. Naj bo u C? funkcija, definirana na R x [0, T'] za nek
T > 0 in naj resi uy = Uy, Ce je u = uy = 0 na intervalu (xg—to, zo+to) x {0},
to € (0,T], potem je u enaka 0 na obmo¢ju

{(z,t),0 <t <tpin |z — x| <ty —t}.

8.1 Naj funkcija u resi valovno ena¢bo uy = ugy, pri pogojih u(x,0) = f(x),
ug(x,0) = g(x), za f,g € C1(R). Definirajmo kineti¢no in potencialno energijo

k(t) := /00 ug(z,t)? de,

—00
[e.9]

p(t) = / ux(x,t)2 dz,

Dokazi i
(a) p(t) +k(t) = c,

(b) k(t) = p(t) za vse dovolj velike t. Nasvet: uporabi D’Alembertovo
resitev.

Resevanje z integralskimi transformacijami
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8.2 Resi enacbo
2
Uttt = C Ugy

alz|

na obmocju x € R, t > 0 pri zacetnih pogojih u(z,0) = 0, u(x,0) = e~

8.3 Resi enacbo
2
Uit = C Ugy

na obmocju z > 0, ¢ > 0 pri robnem pogoju
u(0,1) = ¢(t)
in zacetnih pogojih
u(x,0) =0, wu(z,0)=0.
8.4 Resi enacbo
uy = gy
na obmocju x > 0, ¢t > 0 pri robnem pogoju

Uz (0,) + hu(0,t) = ¥(t)

in zacetnih pogojih
u(z,0) =0, wuz,0)=0.

Posebej obravnavaj primer h = 0.

8.5 Resi enacbo
2
Ut — C Ugy

na obmocju = > 0, ¢ > 0 pri robnem pogoju
u(0,t) =0
in zacetnih pogojih
u(z,0) = f(z), w(z,0)=g()

Pomagaj si z lihim nadaljevanjem funkcij f(z), g(x), u(x,t) z obmocja = > 0
na z € R.
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8.6 Resi enacbo

2
Ut = C Ugy

na obmocju x > 0, ¢t > 0 pri robnem pogoju
uz(0,8) =0
in zacetnih pogojih
u(z,0) = f(z), w(z,0)=g().

Pomagaj si s sodim nadaljevanjem funkcij f(x), g(z), u(z,t) z obmocja x > 0
na z € R.

8.7 Resi enacbo nihanja polneskonéne strune

Ugt = Ugy + 2¢ " sin(2)

na obmocju x > 0 pri pogojih u(0,t) = u(x,0) = u(z,0) = 0.

8.8 Naj bo a > 0. Resi enacbo
Ut = 0 Uy

na obmocju z > 0, pri pogojih u.(0,t)—u(0,t) = e *—1, u(x,0) = us(x,0) = 0.

Resevanje s separacijo spremenljivk

8.9 Naj bosta f(z) in g(z) dani odvedljivi funkeciji, ki sta v 0 in [ enaki 0 in
naj bosta ¢, > 0 konstanti. Resi enacbo

2
Utt = C Ugy

pri robnih pogojih
u(0,t) =u(l,t) =0

in zacetnih pogojih
w(@,0) = f(z), w(z,0)=g(x).

Podrobno obravnavaj primera
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(a) f(x) =2hmin(z/l,1—z/l), g(x) = 0.
1, h<z<l-—h ‘

sicer

8.10 Resi enacbo nihanja za konc¢no struno
ugt = a*ugy, x € [0,1], a € (0,1),
pri pogojih u(0,t) = cos(t),u(1,t) =0, u(x,0) =1 — x, u(x,0) = 0.

8.11 Naj bo F(z,t) dana funkcija na 0 < x < [,¢ > 0 in naj bosta ¢, > 0
konstanti. Resi enacbo
U = gy + F(x,t)

pri robnih pogojih
u(0,t) = u(l,t) =0
in pri zac¢entih pogojih
u(z,0) =0, wuz,0)=0.
Podrobno obravnavaj primera
(a) F(x,t) = Asin(wt),
(b) F(x,t) = Bsin(wt)x/I,

kjer so A, B,w > 0 konstante.

8.12 Naj bosta ¢(t) in ¢(t) dani funkciji in ¢,l > 0 konstanti. Resi enacbo
uy = gy
na intervalu [0,!] pri robnih pogojih
U(Oa t) = ¢(t)’ ’LL(Z, t) = ¢(t)

in zacenih pogojih

u(z,0) =0, w(x,0)=0.
Podrobno obravnavaj primer

o(t) =0, () = Asinwt,

kjer sta A,w > 0 konstanti. Lo¢i primera, ko w je oziroma ni lastna frekvenca
strune.
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9. RESITVE NALOG

Fourierove vrste

1.1 (a) Neskonénokrat zvezno odvedljive funkcije s kompaktnim nosilcem v
(—1,1) so goste v L?[—1,1] in hkrati lezijo v V;.

(b) Za poljubna y,z € V velja (Ay,z) = fil(—y”)zdx = fil Y2 dx.
Odtod sledi, da je (Ay, z) = (Az,y) in (Ay,y) > 0. Operator A : V; — L*[—1,]]
ni injektiven, ker ima v jedru konstantno funkcijo 1.

(c) Lastne vrednosti so A\, = —(k7w/l)%, k € Ny. Lastni podprostor za
Mo = 0 je enodimenzionalen in generiran s konstantno funkcijo 1. Ce je k =
1,2,..., potem je lastni podprostor za A dvodimenzionalen in generiran s

cos(kmx /1) in sin(kmx/1).

funkcubko vrednost enako 0.

[ x
Gf(x) = / =070 i+ / (x— 1) f () dt —

-l

l
-5 / (z— 8)1(t) dt

AGf(z) = /l m_ (/f t—/f dt)

L _
= [ S i e+ 5 @),

l T
G-1w) = ~ [ ga-trrwda-; [ @-orod-
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l
= = [ G0 d 5 (DF @) = 5D @)

1.3 Fourierova vrsta in Parsevalova identiteta se glasita

f=ap+ i(ak cos(kmx /1) + by sin(kmz /1)),
k=1

1 o0
/ F(t)? dt =2lag +1> (aj +b}),
-l k=1

Kjer je ag = & [1 f(t) dt, a, = 3 [1, f(t) cos ET2 at, by = 1 [T f(t)sin k72 4.
Ostale trditve so posledice nalog 1.1 in 1.2.

1.4 Fourierove vrste in Parsevalove identitete so

o0 [e.e]
-1 n+1 2 3 4
(a) $:2§ Lsinnx, LZ?TE —
n

27
n=1 3 n=1 n
2 o0 n 5 5 0
9 T (—1) 27
(b) x —3+4nZ::1 3 CoSnT,  — —9+167rnZ::1 1
-z &S (-1)" 1
(c) B = nZ:l 3 sinnw, YT W; e

1.5 Uporabimo nalogo 1.4 in dobimo resitve (a) 72/6, (b) 7*/90, (c) m%/945.

1.6 Prvih pet polinomov je

(PO(‘/E> = 1,
QDI([E) = $—1/2,
1
pa(z) = g(xz—x—i—l/G),
1,4 3, 1
ps() = S~ a7+ o)
1. 4 3 9 1
= —(at-2 ).
w4(x) 4!(x z° 4+ x 30)

Razvoj ¢1(x) v Fourierovo vrsto je

1 sin 2kmx
pr() = = 3 BT
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Iz rekurzivne formule dobimo

() 1 1 cos 2kmx n

r)=— — — +ec

72 T 2T k2

Zaradi pogoja, da je vsaka funkcija ortogonalna na konstanto, mora biti ¢ = 0.
Splosna formula je

n 2 cos 2kmx
? Z kn

za sode n in

n+1 2 sin 2kmx
n = (-1 R
onl) = (-1)73 P

za lihe n. Vsota je
1 . 1
Z w2m (-1) 1(27T)2 §<P2n(0)~
k=1

1.7 Fourierove vrste so

a2 —n2
n=
2ashar [ 1 = (=)
char = - <%L2+;a2+ 5 COSNT |,

2shar o= (—1)""n
shaxr = sinnx.
T ; a? +n?

Ko uredimo Parsevalove identitete, dobimo

sin?na _ a(r — a)

n2 2

hE

3
Il
_

1 1

@ e = 1 (-2 + arctgam + a®m?(1 + ctg? arm)) ,

Nk

B
Il
—
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= % (am(1 + ctg?am) — ctgan) ,
ZOO 1 1
m = ﬁ (—2 + am Cth am + a27r2(Cth2 amT — 1)) y
a n a

Z m = la (Ctha?‘l’ + ma(l — cth a7r)) )

1.8 Naj bodo a;, b; klasi¢ni Fourierovi koeficienti funkcije f. Minimum je enak
kvadratnemu korenu iz

/ IF(0)|? dt — (2m3 +ry (0} + bi)) .
- k=1
Dosezen je pri fo = ao + Y _p_, (ay cos kx + by sin kx).

1.9 Vrsta je
2 4 1
; — ;chos2k}l‘.
k=1

1.10 Resitev is¢emo z nastavkom y(z) = co + > poy ¢ cOSNT + dy sinnz. Ko
vstavimo v enacbo Se vrsto za |sinz|, opazimo, da so koeficienti d,, enaki 0,
koeficienti ¢,, enaki 0 za lihe n. Za ostale dobimo enacbe ¢y = % in

4

A Ve =
(=4k"+ 1y m(4k? — 1)

Resitev je
2 1 2 \?
y(iU) = ; + ; kél <4k21) cos 2kx.

1.11 Za vsak = € R definiramo g(z) = limy, 00 (Sn f) ().

(a) Velja g(x) = z za vsak x € (—m,7) in g(m) = 0. Izven intervala
[, ] dobimo g(x) s periodi¢nim nadaljevanjem. Grafa funkcij f(x) in g(x) se
ujemata samo na intervalu (—m,7). Velja T =2(; — 2+ £ —...).

(b) Velja g(z) = 22 za vsak x € [, 71]. Izven intervala [r, 7] dobimo g(z)
s periodi¢nim nadaljevanjem. Grafa funkcij f(z) in g(x) se ujemata samo na

intervalu [—m, 7. Velja %2 = %2 +> (;12)71'
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(c) Velja g(x) = f(x) za vsak © € [—m,7|. Izven intervala [r, 7] dobimo
g(z) s periodi¢nim nadaljevanjem. Grafa funkcij f(x) in g(x) se ujemata samo

o0 n
na intervalu [—m, 7]. Velja —2—3 = Zl %
n=

2a sin amw

1.12 Fourierova vrsta je -

(# + 30 oy cos nm) . Ker ima f levi
in desni odvod v 0, je po tocki (c) iz uvoda vsota vrste za z = 0 enaka
f(0). Odtod sledi (b), ¢e zamenjamo a z t. Funkcijska vrsta Y oo, ﬁ
je enakomerno konvergentna na [—7, 7], ker je majorizirana s konvergentno
Stevilsko vrsto Y oo, ﬁ Tocko (c) dobis, ¢e integriras identiteto iz (b) od

0 do t in antilogaritmiras.

1.13 Razviti je potrebno funkcijo chz (naloga 1.7) in izrac¢unati vrednosti v 0
in 7. Vsoti sta

n

i(—l) oo —lini 1 mcthm—1
“~n?+1 2shr 2 “Zn?+l 2

1.14 Naj an(g) pomeni Fourierov koeficient funkcije g pri cosnz in by(g)
Fourierov koeficient g pri sinnz. Po definiciji Fourierovih koeficientov je

ao(f(a;) COSmx) = {am(f)/Q m >0

ao(f) m=0"

1
an(f(x)cosmz) = 3(@m—n|(f) + amin(f)) m#n
o (f(2) ) { w0 oman(f) mtn

1 sien(n —m et . m n
by (f () cos mz) = { 3 (sign( )?Z;@f()f)ﬂ () min

Podobno velja za f(z)sinmaz.

1.15 Velja
1 = (1)
xcosx:—isinw—l—2z (n2z?sinnx,
n=2
. 1 = (-1
:):sm:r—l—200535—2;:2”2_100871:}6.

Prva metoda: odvajaj vrsti za cosaz in sinax po a in poslji a — 1. Druga
metoda: pomnozi vrsto za x s cosz ali sinx in razcepi produkte. Tretja
metoda: uporabi prejSnjo nalogo.

73
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1.16 Fourierovi koeficienti so ag(f) = 0
an(g) =0, ban(g) = 0 in bany1(g) = 2(=1)"

1.17 aO(f/) =0, an(f/) = nbn(f)7 bn(f/) = _nan(f)'

1.18 Ce 2k oziroma (2k — 1)-krat integriramo per partes, dobimo

FR) () cosna dx

—T

<2 a2 SO,

/ FCR=1) () sinna dz| <

< 9 7Tn_2k+1|‘f(2k_1)”oo

f(z)cosnz de| = n72k

—T

f(x)cosnx dx — g2k

Podobno ocenimo ¢lene b,,.

1.19 Ker je f zvezna na [—, 7], zvezno odvedljiva na (—m, ) in f(—7) = f(n),
je sn(f) = > p_(kbg cos kx — kay sin kz). Iz Cauchy-Schwartzove neenakosti
sledi

fj|a|+|b|<§ji ik2 2 g2y
— K kl) < k2 6 T

k=1 k=1

Odtod sledi, da je vrsta s,(f) enakomerno in absolutno konvergentna. Ker so
njeni sumandi zvezne funkcije, konvergira s, (f) proti neki zvezni funkciji g.
Ce dokazemo, da je f = g, je naloga konéana. Ker je vrsta $n(f) enakomerno
konvergentna, jo lahko ¢lenoma integriramo, zato imata funkciji f in g iste
klasi¢ne Fourierove koeficiente. Ker je s,(f) = sn(g), iz izreka o kvadrati¢ni
konvergenci sledi, da sta f in g enaki v prostoru L?[—7,7]. Ker sta f in g
zvezni in enaki skoraj povsod, sta enaki povsod.

1.20 Funkcija F je zvezna. Za prvo tocko izracunamo
—T
F(r)— F(—mn) = / (f(z) —ap) dz = 0.
—T

7 integracijo per partes takoj dobimo prvi dve zvezi za Fourierove koeficiente.
Ker je F' monotona, ima omejen totalni razmah, zato njena Fourierova vrsta
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konvergira v sup normi, torej je F'(0) = 0 = Ag — ) _ b, /n, kar da e zadnjo
enakost. Zadnja tocka je trivialna posledica druge.

1.21 Iz naloge 1.20 sledi, da bi morala biti vsota vrste > (nlogn)~! konéna,
kar ne drzi.

1.22 Skalarni produkt je

™
(e™M® ) = / T g = 27y

—T

1.23 Naj bo ¢,, Fourierov koeficient pri €!™* in a,,,b,, obic¢ajni Fourierovi
koeficienti. Potem je ¢, + ¢y = am,m > 0, co = ag, i(Cm — C—m) = b
Obratno, ¢y = (am — iby) /2, c—m = (am + iby) /2, m > 0.

1.25 Kompletnost sledi iz povezave z obicajno Fourierovo vrsto. Naj bo f
enaka svojemu razvoju v obi¢ajno Fourierovo vrsto. Potem je

o

0= 300, = [ e

—0o0
Parsevalova enakost je

1
o | de—z)%ﬁ

1.25 Naloga je poseben primer naloge 1.26, kjer je resitev izpeljana. Izracu-
namo a = 2-%/2, b = (3/2)'/2. Dobimo

2 V3 1 !
f(x)—ﬁm 3;(1_{_\[) cosSnx.

1.26 Integral prepisemo v obliko

1 . 1 ™ )
s (f@he) = o [ f@e do -

27 Jgr (2 — a?)s? +2(a? + b2)s + (b2 —a?)

B 2ab / s ds —
= 27_‘_2-(()2 _a2) 2 + (a +b2) s+ 1 =

75
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_ b i (Res(g(s),0) + Res(g(s), 51))
- 27T’L(b2 —CL2) g ) g 391))s
kjer je
g(s) = 5
24+ 2t s
in b
S1 = -
a+b

2 2
ni¢la polinoma s? + Q(I;_Zbg Js + 1, ki lezi znotraj S'. Druga nicla je sy = 31_1.

Za izrac¢un residuov uporabimo razcep na parcialne ulomke in dobimo

(s) s s 1 1
s) = = - )
g (s—s51)(s—s2) s1—82\s—81 S—89

Za izracun lo¢imo primera n > 0 in n < 0. Ce je n > 0, sta residuum v 0 in v
s1 enaka

Res(g(s),0) S Res(g(s), s1) s &
es(g(s = es(g(s), s1) = =
g ) 81—82’ g y 91 51 — 59 51—527
zato je vsota enaka
Sn
Res(g(s),0) + Res(g(s), s1) = ——
S1 — S92

Pri n < 0 dobimo le residuum v s; in ta je

n

S
R ,0)= —1—.
es(9(),0) = -
Izracunajmo Se
4ab
S1 =82 = 02— o2

in vstavimo v formulo:

1 e DEP—a?  2ab a—>b\"
o @) e = — = oy <a—|—b> '

lex/a—b\" .

— 00

Iskana vrsta je
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Rezultat, izrazen z obic¢ajnimi koeficienti je

1 <= /a-0b\"
2+;<a+b> CcosSN.

1.27 Ce v vrsto za exp(z) vstavimo z = exp(ix), dobimo

@)= —.

n=1

Ko vzamemo realni, oziroma imaginarni del, dobimo

[e.9] o0 .
cos nx , sin nx .
E = €“®% cos(sinz), g = e“*"sin(sinz).

n! n!
n=1 n=1

1.28

sin x

o0

1
E COOTE _ cosa+ —(log(2 —2cosx) —cosxlog(2 —2cosx)) + °
“—n(n—1) 2

[e.e]
i — 1
;m =sinx + 7T27x(—1 + cosz) — 510g(2 —2cosx)sinx.

1.29 Ce je funkcija f enaka vsoti svoje Fourierove vrste, potem zamenjamo x
z mx in dobimo Fourierovo vrsto za g. Ce m deli n, je c,(g) = cn(f), sicer
pa je cu(g) = 0. Ce f ni enaka vsoti svoje vrste, je rezultat isti, racun pa
bistveno daljsi. Velja namrec¢:

21

inx _ —inzx _ 1 2m —i _
(g(x), ™) = ; f(ma)e dCL‘—m/O f(x)e 'm® do =

1 m—1 2(4+1)x .
= — Z/ f(z)e 'm® do =
2

m
1=0 /27

1 2m n
- - Z/ f(m)e—za(m—%rl) do =
m 0
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Zadnja vsota je enaka 0, ¢e m ne deli n in enaka m sicer.

1.30 Vse neenakosti so lahke, razen predzadnje. Velja namrec, da je

1
Y n?lenf? = 23,
nez

Ker pa je krivulja parametrizirana z naravnim parametrom, je |2/(s)| = 1, torej
je pod integralom konstanta in zato je |2/|? = |2/|3. Enakost velja natanko
tedaj, ko velja z(s) = co + cre’®.

1.31 Za kompleksne Fourierove koeficiente dobimo ¢, (h) = ¢, (f)cn(g). Odtod
sledi ag(h) = ao(f)ao(g), an(h) = (an(f)an(g) — ba(f)bu(9))/2 i bu(h) =
(an(H)bn(g) + an(g)bn(f))/2. 1z zveze

o) = 5-(bl 0 < 5o [ h)] de =
1

~ g |t [ 15Ol =0l dz = ao(lFDaola)

dobimo se |h1 < | fli]g]1-

1.32 Za kompleksne Fourierove koeficiente dobimo ¢,(g) = c—n(f)cn(f) =
c—n(g)- Cleni bn(g) so enaki 0, ao(g) = ao(f)?, an(g) = (an(f) + bn(f)?)/4.

1.33 Funkcije liho nadaljujemo na interval [—[, 0] in uporabimo obic¢ajne for-
mule za izra¢un Fourierovih koeficientov. Dobimo

2
1 = — (1= (=1)")si
mr( (—1)") sinnx,
n=1
8 — n
cosr = W; P — sin 2nz,
8 1
x(m—x) = - Z 1)y sin(2n 4+ 1)z.
1.34 Izra¢unamo
27|z
2 cos 1 2
@(cosﬂ,())(:p) = L = cos 2%
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Podobno za sinuse. Ker norme slik baznih vektorjev ostanejo enake, je pres-
likava izometrija.

1.35 Definirajmo preslikavo
& : L*[—m, 7] — L?[—7, 7]

(I)(f)(li) _ )\%i)\g (Alfs(fl') + AQfl(.’IJ)) , —T <z< 0

\/ﬁ (Aofs(z) + M fi(z), O0<z<m
kjer je fs sodi, f; pa lihi del funkcije f. Krajsi racun pokaze, da je P
izomorfizem Hilbertovih prostorov, ki klasi¢ni trigonometrijski sistem preslika
v utezeni trigonometrijski sistem pomnozen s konstanto

2
NAAE

1.36 Produkt kompletnih sistemov je kompleten sistem na katrezi¢nem pro--
duktu.

1.37 Za funkcijo f(z,y) = xy lahko uporabimo kar razvoj x v vrsto in izracu-
namo produkt vrst. Dobimo

— (=™ .
flz,y) = Z —, ——sinmazsinny.

n,m=1

Zaradi preprostejse pisave bomo ostali funkciji razvili v kompleksno Fourierovo
vrsto. Skalarni produkti so:

<Sign(m_y)’eimx+iny> = 0, m,n#0,
—4i
= , m+n=0,
m
dmi(—1)™
_ mi(—1) =0,
m
4mi(—1)"
_ mi(—1) R
n
) . 4 _1m+n
<‘x_y‘,ezmx+my> 7T( ) 7 m,n#O,
mn
8
= - 7;, m+n =0,
m
dr(—1)™
_ ey
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4m(—1)"
)
n

1.38 Vrsta je majorirana s konvergentno stevilsko vrsto, zato je absolutno in
enakomerno konvergentna in ima zvezno limito. S pomoc¢jo formul dobimo

o (=)
flz,y) = nz:: —— sinnzsinny =

= EZ( 12n (cos(n(z —y)) — cos(n(z +vy))) =
n=1

[\]

n

n

[e.9]
g (cos nu — cosnv) ,
n2
n=1

| =

kjer smo uvedli novi spremenljivki u = x —y in v = x 4+ y. Ker velja

3u? — 72 n, COS U
i—z r<u<m
je
1 et —1)" 2 2
QZ( (cosnu—cosm;):u 8U
n=1

Ker je 4zy = v? — u?, enakost sledi za |x| + |y| < 7. Za ostale tocke z obmoéja
[—7,7)? je funkcija enaka periodiénemu nadaljevanju #.

1.39 Vrsta je majorirana s konvergentno stevilsko vrsto, zato je absolutno in
enakomerno konvergentna in ima zvezno limito. S pomocjo formul dobimo

flx,y,z) = Z (—nlg)” sinnx sinny sinnz =
n=1
= 13 E sinin(a +y - 2) + sin(n(—x 4y + ) +
n=1
+sin(n(z —y + 2)) —sin(n(z +y + 2)))
Lo (=) .
= ZZ 3 (sinnu + sinnv + sinnw — sin(n(u + v + w)))

3
Il
—
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kjer smo uvedli nove spremenljivke u = x+y—2,v = —z+y+zinw = x—y+=z.
Ker velja

ud — 2z p SID U

. Z r<u<n,
je

1= (—1)n
72 3 (sinnu + sinnv + sinnw — sin(n(u + v + w))) =
n

n=1

W
—_

48(u + 03 +w? — (u+v+w)?).

Ker je —24zyz = ud+v3+w3— (ut+v+w)?, enakost sledi za |z|+|y|+|z| < 7. Za
ostale tocke z obmoéja [—m, 71]? je funkcija enaka periodiénemu nadaljevanju
(ud +v3 +w? — (u+v+w)?)/48.

Fourierova transformacija

2.1 Za izhodis¢e vzamemo naslednjo Fourierovo formulo, ki velja za dovolj lepe

funkcije:
1 [ . oo .
ft) = / e'* dz/ fv)e "% dv.
27T —00 —00

S premescanjem konstante in substitucijama z — —z in z — 27z dobimo
inverzne formule

— : 1 " —iz
(fhl(lzf) () = Tlggo o f(t)e ! dt,

— : 1 " 1z
(FabN @) = 1 o [ pwe

(Fearf) (2) = Jim /_ " e .

Opazimo, da je F,q izometrija.

2.2 Ce je f soda potem je 27 F (f = [ f(t)e'™™ dt =
—f_oof —5)e s ds-f_oof —isx ds:\/27r.7:( ) (x), torej je tudi F(f)
soda. Pri drugem enacaju smo napravili substitucijo s = —t. Ce je f liha,

potem pri tretjem enacaju pridelamo minus, torej je tudi F(f) liha.
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2.3 Obe trditvi sta ekvivalentni trditvi

F(f) (@) = \/12? /OO f(t) cos(tx) dt.

2.4 Ker velja Fourierova formula (glej resitev naloge 2.1), dobimo zvezo iz
tocke (a) tako, da v integralu Stejemo minus k spremenljivki v :

FF)(v) = /OO == g, /_Oo Ft)e ™ dt = f(—v).

:% .

Tocki (b) in (c) sta direktni posledici tocke (a).

2.5
c

2+ 2’

Fi@ =20 rg@ =2

2.6 S pomocjo inverzne formule in prej$nje naloge, dobimo

T e cll
f(h)(a:):\/;- Pt

Pri nalogi (b) je problem v tem, da funkcija k¥ ne pripada L', zato ni v
definicijskem obmo¢ju Fourierove transformacije. Kasneje bomo spoznali, da
lahko Fourierovo transformacijo razsirimo na L? in da velja

F (k) () = \/fx[_c,c] (@).

2.7
i inx — xcosw
f(f)(x):;ﬂ(i) Sirﬂg’ f(g)(x):\/%.smx .
2.8
f(f(t)cosat)(x):‘F(f)(l‘_a)‘F]:(f)(ﬂH—a)’
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2.9
F(f)

F(9)

v (e wre—m)
7 (@

1
m+b aQ—i—(:U—b)?)'

2.10 Razcepimo cos 2t sin 3t = %(sin 5t 4+ sint) in dvakrat uporabimo prejsnjo
nalogo.

2.11 Opazimo, da je

sin bt / b
= cosct dc
t 0

in z zamenjavo vrstnega reda integriranja dobimo

b

2.12

2.13 Z upostevanjem

—bt —at b
e — € _
—_—mm —e ct dC
t a

in zamenjavo vrstnega reda integriranja, dobimo

b
Ff®)) = - / Fule™)(x) de

- \/7/ 2+ 22 de

= —\/72? [log(c® + 2?)]

1 1 a“ +x
\ 2 & b2 + 22

c=b
c=a

2.14 Trditev direktno sledi iz naslednjih dejstev: Fourierova transformiranka

83
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sode funkcije je enaka kosinusni transformiranki njene zozitve na [0, c0), Fo-
urierova transformiranka lihe funkcije je enaka sinusni transformiranki njene
zozitve na [0, 00), pomnozene z i in F (f(—t)) (x) = F (f(t)) (—x).

2.15 Naj bo g(x,t) = f(t)(sintx)/x. Velja ocena

/17’ (/000 lg(z,t)] dt) dr <Inr | f]1.

Po Fubinijevem izreku je

/j </ooog(x’t) dt) df”:/ooo </1T9(x,t) dx> dt.

Ko izracunamo levo in desno stran, dobimo

\/z /1 F;x)

kjer je h(r,t) = [ ®2 dx. Za vsak r > 1in ¢ > 0 velja ocena

km o:
SN x
dz
t X

kar vidimo tako, da funkeiji h(r,t) pri fiksnem ¢ dolo¢imo lokalne ekstreme in
upostevamo, je pri r = 1 in 7 — oo enaka 0. Iz te ocene in Lebesgueovega
izreka o dominirani konvergenci sledi

Jim / (@) g — \f / F() Tim h(t,r) dt
r—00 Jq x T Jo r—00

in obstoj integrala na desni.

dx = /0 f@)h(r,t) dt.

|h(r,t)| < max <

— )

2.16 Limita

r

lim dxr = lim In(Inr)

r—oo [, xlnzx r—00

ni koncna (glej nalogo 2.15).

2.17 Kot pri sinusni transformiranki za vsak r > 1 dokazemo

\/E/IFS”) da = /OOO F(Oh(r. 1) dt,
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kjer je h(r,t) = [] " costz t””: dx. Podobno kot pri sinusni transformaciji dokazemo,
da za vsak r > 1 in t > 0 velja ocena

(k—%)m
/ 2/" cosx dJU’ < ]ngj _ lnmin(t, z)
t ? i

hr,t)| <
[h(r, )] < max i

Odtod in iz e-predpostavke sledi

[FOR(r, )] < 1f(#) Intlxpq(t) + Cle)f(t) € L'(RT).

Po Lebesgueovem izreku o dominirani konvergenci je

lim \/7/ f(t) lim h(t,r) dt

in integral na desni obstaja.

218 f(z) = =

In“z”

2.19 7 integracijo per partes dobimo

VERF () @)= [ fe = di -

[f(t)e _Ztm t— Oo+z:c/ ft)e ™ dt =i 2xxF (f) ().
Zakaj je izintegrirani del enak ni¢?
2.20 Dvakrat uporabimo nalogo 2.19.

2.21 Po definiciji odvoda je

VERE () @ — vt T E TN F ) @)

h—0 h
oo ,—ith __

1 .
= i ———f(t)e " dt =
i f(t)e

00 efith -1 )
— li —xt —
[ (i ) e a

- / - (—it) f(t)e ™ dt = iV2nF (g) (2).

—00
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Zakaj smemo zamenjati vrstni red integriranja in limitiranja?
2.22 Dvakrat uporabi nalogo 2.21.

2.23 Ker f' € L', je
. / _
A F () @) =0,
torej je tudi
lim ixF (f)(xz)=0.

r—+o00

2.24 Ce dvakrat uporabimo prejénjo nalogo, dobimo F (f) (z) = o(<), ko

2

r — +o00. Odtod sledi Ff € L'. Iz Dinijevega izreka sedaj sledi, da za vsak
t € R velja formula

T

f(t) = \/12—7”11{20 3 F(f) (;p)eitr dr = \/12?/_00 F(f) (x)eitx d.

2.25 Za Fourierovo transformiranko dobimo diferencialno enacbo
F(f) (@) = =iF (tf(t) (x) = == F (f) ()

(integracija per partes) in zacetni pogoj F (f) (0) = \/% : \/g = \/% (substi-
tucija). Resitev je
1 o2
F (6_“t2> xr) = e 1a,
() =

Nalogo lahko resimo tudi s pomocjo kompleksne integracije. Naj bo

]:( _L r —at? _—itx dt
Rx)—\/% Re e .

Zapisimo eksponent integranda malo drugace:

9 . iz\? a2
—at“+itr=—a|t+ —
2a

Zgornji integral je enak

:c2 iz \2
Fr(x) =¢ 4 e_a(t+%> dt.

L
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Uvedimo substitucijo

v zgornji integral:

R s R+
_ i 2a 0.2
/ e—alt+35) dt:/ e " du.

-R —R+Z

Zanima nas limita tega integrala, ko gre R — oo. Ce bi bile meje +R, bi
integral zlahka izracunali, saj je

/OO e~ gy = \/?
o a
Vemo, da je integral funkcije e’ po robu pravokotnika [—R, R] x [0, %] enak

0. Ce dokazemo, da gresta integrala po navpicnih stranicah pravokotnika proti
0, bo

R+;—‘T 00

: ¢ —au? —au?

lim e du = e du.
R— o0 —R—&—;—I

—o0
Oglejmo si integral na daljici med —R in —R + % Velja ocena

2
‘e—au2| < e—a(RQ—Z—Q)

za vsak y € [0, 5-]. Zato je

—R+%

. _ 2
lim e " du=0.
r—o |_p

Podobno je na drugi navpic¢ni stranici. Zato je

lim Fr(x) = e ta,|—=——=¢ 4a.

R— o0 s a  2a

2.26 Upostevamo, da je cos bt = Re(e™) in dobimo

1 —(24b)2 /4a —(2—b)2 /4a 1 —(224b2) /4a xb
]:(f)($) = ﬁ(€(+b)/4 +6( b)/4>zﬁe( +b°)/4 Chﬁ?

Flo)(a) = /Obf(f)(x>db= Tt (52 ) et (52))
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xT

kjer je erf(z) = % In e~ dt.

2.27 Dvakrat per partes.

2.28
Fria(f * 9) = Fria(f) Fria(g)-
]:suh(f *g) = ]:suh(f) ]:suh(g)-
fzak(f * g) = fzak(f) fzak(g)-
2.29
(fixg1)(x) = max(0,min(b+ z,a)+ min(b — z,a)),
(f2 *92)(3;) _ ﬁ (ae—blx\ _ be—alx\) ,
(f3xgs)(x) = gsin(:r min(a, b)),
(frrg)@) = ——mtd)

ab(z? + (a +b)2)

Prvi dve dobimo z direktnim racunom, drugi dve pa z izrekom o konvoluciji.
2.30 Uporabimo inverzno transformacijo in izrek o konvoluciji.

2.31 Ker je f soda funkcija, se njena transformiranka in inverzna transformi-
ranka ujemata. Ce v prejsnjo nalogo vstavimo F(t) = SmT“t in G(t) = s‘nTbt,

dobimo F~1(f) (z) = \/#2? (\/gx[,(w}) * (\/?X[—b,b}) = \/gmax(o,min(b +
z,a) +min(b — z,a)).

e~ Ty

. .o g V2T
upostevamo izrek o konvoluciji, dobimo

f(f)(y)zwﬂ\f : >f(f)(y)+1- :

2.32 Ce obe strani pomnozimo z , integriramo od —oo do oo in da desni

Tl+1y? Vor 4+ y?
Odtod izra¢unamo

4(1+y?)

F () ) = Vrdt )1 — o)
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Ce je A > %, enacba ni resljiva. Ce je A = —%, dobimo

f() = —ge (6] - 5).

V ostalih primerih dobimo

_ 2 _
fla) = — €2|z|+2<“21§6a|m|7

a?—4 a(a® —4
kjer je a = /1 — 2.

2.33 Formula sledi iz inverzne formule, Jordanove leme in leme o delu residuuma.
Za t > 0 integriramo po robu polkrogov v zgornji polravnini z radijem r, tako
da na robu ni nobenega pola z nenicelnim imaginarnim delom. Morebitne
realne nicle obkrozimo z majhnimi e-polkrogci in uporabimo lemo o delu
residuuma.

2.34
F(H @) =F (1) (@) = 5
2.35
FU) @) = F7 () () = 151+ ol
Flg) (@) = F () (2) = el
2.36

FU@) =F1 () @) = 155

F(9) (@) = F " (9) (2) = —gpga(1 + alal)e ™"\

(3 + 3a|z| + a%a?)e~el,

2.37 Ker so poli enostavni, lahko uporabimo dejstvo, da je

s (£0,) = )

g(t)’ g'(@)




90

RESITVE NALOG

¢e je a enostavna nicla g in f holomorfna na okolici «.

F () @) = F(£) (@) = < (cosaz + sign z sin az)e 17,

8a3
F(g) () =F " (9) (x) = 4% sinaz e~
F(h) (z) = F! (h) (z) = —i(cos ax + sign  sin ax)e_“m,

FHE) (z) = %signa}cos ax el kg L.

2.38 Ker funkciji nista sodi, se transformiranki razlikujeta od inverznih transformirank.

F(f) (z) = \}ge—ixﬂe—ﬁlxl/?’

F(g) (x) = ?,jge—w(z T V/3l)e VA2,

-1 ) = o :Leim/Qe—\/g|z\/2
F(f) (@) =F(f) (—=) 7 ,

1 7) — o :Lemm 21e—V3lzl/
Frlo @) =Fl9) () = =% (2 + V3z|)e V32,

2.39 F (f) () = F~1(f) (2) = Dp2o(—1)* cos(ak + $)m)e "2kl

2.40 Zaradi sodosti sta transformiranka in inverzna transformiranka enaki:

(=DF
2

—klz|

F(f)(z)= i((2[30\ +1)sina — 2acosa)e™*! + 1 Z sinak e
T =

4

2.41 Najprej v integral

— ; > a—1_—t/B+itx
F(f)(z) = \/ﬁr(a)ﬁa/o e dt

uvedemo substitucijo t/8 = w in potem Se u(1l + ifz) = v. Integriramo po
poltraku P = R (1 + ifx) :

_ 1 a—1_—v
F(f) () = \/ﬂf(a)(l—l—iﬂx)—a/pv eV dv.
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Naj bo v polarni kot, ki pripada 1 + i8z. Ta kot je na (—m/2,7/2) zato je
kosinus na tem intervalu navzdol omejen s ¢ > 0. Integral po delu kroznice z
radijem R med kotoma 0 in ¢ zato lahko ocenimo z

v ) i X
/ (Rezw)aflefRe ”Rew dg@‘ < Raechh/L
0

To gre proti 0 ko gre R v neskon¢nost, zato je

/ v e dv = / v e dv =T'(a).
0 P

F () (@) = jﬁu L ifx).

2.42 Transformiranka funkcije f je realni del integrala

Rezultat je

> 12 ;
1 :/ t=12emateite g
0

Za izracun transformiranke si pomagamo s kompleksno integracijo po robu
kroznega izseka (podobno, kot v nalogi 2.41) in dobimo

7 1
B Va—ix
Realni del je
a++VaZ+ a2
Fe(f) () = :

va? + x?

Funkcija ¢ ni ne v L' ne v L?, zato nima transformiranke v obi¢ajnem
smislu. Ker pa je lokalno v L! (vsaka tocka ima okolico, na kateri je funkcija
v L), ima transformiranko v smislu distribucij, ki je enaka

Va4 vVa? + x? L

Fc(g)(x):gl_{no \/m _\/.%

2.43 Funkcija f(t) = ﬁ je v L? ne pa v L'. Funkcija g(t) = % je v

VIE A+

L', ne pa pa v L2

91
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2.44 Da je funkcija v L2, je ocitno, saj ima v 0 konéno limito. Plos¢ino k-
tega hribéka lahko ocenimo navzdol z 2(w(k + 1))~1, torej funkcija ni v L.

Transformiranka je
7
£ (D @) = |/ T e @)

2.45 S pomocjo Parsevalove identitete dobimo I = 7c.

2.46 Za dokaz identitete je potrebno le zamenjati vrstni red integracije. Operator
Fo ni hermitski. Integrala nista skalarna produkta, ker manjka konjugiranje.

2.47 Uporabimo prejénjo nalogo in upostevamo, da je F2(f)(z) = f(—x).
2.48 S pomocjo prejsnje naloge dobimo I = 73 (1 —e™%).
2.49 Po definiciji je

<f§f7g> = <f,f29 =

)
— /f@f@@»wdt
- [%f@fﬂﬂ—@ﬂﬂﬁ-
Iz naloge 2.46 sledi

| ronaeno = [ RuE) o0 a -

—00

= (R(f)(=1),9)

Ker za funkcje, za katere so f, f’ in f” v L?, velja Fourierova inverzna formula,
je

fo) = [ e [ e ay

= [ e [T ey ay =7

Zadnji dve enakosti sledita iz naloge 2.4.
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2.50 Po (fizikalni) definiciji je
dn
Hy () = (~1)"e" e ™™,
torej je
dn
ful@) = (—1)e™ 22",

dz™

.. . . - _ 2 .
Rodovna funkcija za Hermitove polinome, pomnozena z e~* /2 je

> n
2 2 2
e % /2+2xt—t 2 :e—x /2 F[n(l‘) 7
n!
n=0

njena Fourierova transformiranka pa
2 2 2 2
F (e—az /242xt—t ) _ / e~ Y o= /242xt—t dr
W = 7

_ e—y2 /2—2yit+t2

= Yy
o " n!

[e'¢)
— Z efn(y) (_
n=0

Fourierova transformiranka desne strani je

]—"(i e 2l (z ) Z}"( —%/2p7 ( ))

n=0

Ker se ¢leni pri potencah t" ujemajo, je

FUtw) = F (P8, @)) () = 2 H, ) T = g ),

n! n!

2.51 Iz Cauchy-Schwartzove neenakosti in Jensenove neenakosti sledi

</_Z|f(1:—t)|g(t)|dt>2 < /_Z|f($—t)|dt/_ZIf(x—t)Hg(t)\? df —

= U [ =0l ae.

—00

93
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Ce integriramo obe strani od —oco do oo in na desni zamenjamo vrstni red
integriranja po x in po t (Fubini), dobimo Zeleno oceno.

2.52 Ce f € L' in g € L' N L2, potem velja |f * g|1 < |flilgli < oo in

If *glz < Iflilg2] < oo. Torej je f*g € L. V tem primeru gornja formula
sledi iz izreka o konvoluciji. Formula sedaj sledi iz dejstva, da je L' N L? gosta
v L? in da sta leva in desna stran zvezni v g (Plancherel).

2.53 Ker je F (f) (x) zvezna, je integral

1
/ 1F () @) da

koncen. Ker je

lahko ocenimo
Oo .
/ e M (t) dt‘ dr <

(/loo|f<f><x>| dx)zg/f'; ~
e [

Na intervalu (—oo, —1] naredimo enako oceno.

2
do < |F (f') (2)]3-

2.54 Ker je kosinusna (sinusna) transformacija f enaka Fourierovi transformaciji
sodega (lihega) nadaljevanja f na (—o0,0], je prva trditev oCitna. Iz istega
razloga obstajata razsiritvi na L2, za kateri velja Plancherelov izrek.

2.55 Inverzna preslikava je

1
¥(7)(w) = 5(7(a) + F(=2). S (@) ~ F(=o)
Norma je
@G =5 [ 2@ +2f () do = 115

2.56. Ker je F(f(t)) (—x) = F(f(=1)) (x), je

B(F (f) (2)) = % (F(f) @)+ F () (—a)).
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\}Efc,Q(f(t) + f(=1)(=), Lfs,Q(f(t) - f(—t))(ff)>

V2
- (\}ifz(f(t) T f(t)(), —

Fon ® iFaa(U())(a) = (

5 FI0) - f(—t))(fv)> |

2.57 Ker je Fea(f)(z) = Fa(f)(x) za sode funkcije, lahko privzamemo, da je
f soda na R. Ker velja zveza F2(h)(x) = h(—x) za poljubno funkcijo h, je za
sodo f

Feo(f)(@) = F5(F)z) = f(-z) = f(2).

Podobno je za lihe funkcije. Drugi del je o¢itna posledica prve zveze.

Laplacova transformacija

3.1 Za Re z > 0 integral

o0
/ e # dt
0
o0
/ e A dt = 271
0

3.2 Ce je 2z > 0, potem L (t*) (z0) obstaja. Po izreku iz prvega odstavka
uvoda sledi, da £ (t%) (z) obstaja in je analiticna na obmocju Rez > zy. Ker
je zo lahko poljubno majhen, je £ (t*) (z) definirana in analiti¢na na Rez > 0.
Tudi funkcija Fiifi} ) je definirana in analiticna na Rez > 0. Z direktnim
racunom (substitucija u = zt) dokazemo, da se funkciji na levi in funkcija
na desni ujemata za vsak z > 0. Sedaj uporabimo princip enoli¢nosti za
analiticne funkcije: ker sta leva in desna stran analiticni na Rez > 0 in ker se

ujemata na mnozici s stekaliséem (z > 0), se ujemata na Rez > 0.

obstaja in velja

3.3 Naloga je poseben primer naloge 3.4, kjer je resitev izpeljana.

3.4 Formulo L (t%)(z) = Z(Sﬂ odvajamo po « in zamenjamo na levi vrstni
red odvajanja in integriranja. Da dokazemo, da smemo zamenjati vrstni red
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integriranja in odvajanja, mora odvedeni integral

o0
I(a)zaa/ t*Int e dt
@ Jo

(lokalno) enakomerno konvergirati po parametru . Ce je realni del z pozitiven,

tezav z enakomerno konvergenco v neskonénosti ni. Problem je pri krajis¢u
0, ¢e je a <0, saj je za o > 0 funkcija t“Int zvezna tudi v 0. Pokazimo, da

integral
o 1
/ t*Int e dt
aOé 0

enakomerno konvergira na intervalu [a, 1], kjer je —1 < a < 0. Res, ker je
t € (0,1) velja

[t¥Int e < [t*Int e~ *|.
Ker je singularnost ¢* In ¢ integrabilna pri 0, integral I(«) lokalno enakomerno
konvergira in je zato enak

) (F(a)) _Dlat+)-Ta+1)nz

- aia Za—l—l ZOH-l

I(e)

3.5 V integral uvedemo novo spremenljivko kt = u.

3.6 Za poljubna a, z € C velja

L) () = [ etre de= [T poe O d = L) (- ),
0 0
pod pogojem da ti integrali obstajajo.

3.71z £L1(z) = 27! dobimo prvo transformiranko, drugi dve pa iz zvez ch(at) =
(e + e~ /2 in sh(at) = (e™ — ™) /2.

3.8 Velja

L(f(t)chat)(z) = %(5 (f@) (z —a) + L(f(1) (2 +a))

in

L(f(t)shat)(z) = %(ﬁ (f()) (z =a) = L(f(1) (2 + a)).
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3.9 Transformiranki dobimo iz zvez cos(at) = (e’ + ¢~%%)/2 in sin(at) =
(eiat _ efiat)/Q,L'_

3.10 Velja
n!

L (eattn) (2)=L(t") (2 —a) = m7

£ (e cosbr) (z) — %(£<1) (2 —a—bi)+ L) (2 —a+bi)) = %
at _: 1 ; ) b

L (e Slnbt) (z) = Z(ﬁ(l) (z—a—bi)—L(1)(z —a+bi)) = m‘

3.11

_ —at cos(at) + sin(at
LCHEE) ) = (el) = sinfat)
tsin(at)

2a

3.12 f(t) = 21 300 o (= 1)k (1 + 2k)e~F+2) ™t cog 2t by,

3.13

(-n*

21 sin kx sin kt.

1 2
t) = —(sinzsint — 2z cosxsint — 2t costsinx —
f(t)=—( >+7TkZ_2

3.14 t7 /T (v + 1).

3.15 Naj bo z > 0 in vz — wi tisti koren Stevila z — wi, ki lezi v Cetrtem
kvadrantu. Naj bo I'g krivulja omejena z kroznico |z| = R, pozitivnim delom
realne osi in poltrakom skozi v/z —wi. Integriraj funkcijo f(z) = e po
krivulji I'g na dva razli¢na nacina.

6at _ bt

3.16 (a) 3sh2t, (b) £ (c) e'sint, (d) i(cost+sint —e"), (e)

+(chtsint —shtcost).

a—
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3.17
00 . o wtkw .
/0 f(t)e ™ dt = 20:/0 F(t)e ™ dt =

+kw

— ie*zk“’ /Ow ft)e " dt =

0
= T —16“’2/0 y(t)e " dt.
318 L(f)(2) = z72(1 — e7™2).

3.19 V integralu na desni napravimo substitucijo s = a(2vt)~! — /2t in
dobimo

dt s ds
% - (” ﬁmm) N

© 1 . 400 S Payz efa\/E
—e 4t & dt = — | € ds = .
0o Vvt N /st 2a+/s Ve

3.20 Za Re z > 0 vse vrste enakomerno konvergirajo, zato ni tezav z zamenjavo
vrstnega reda integracije in seStevanja. Naj bo o« > —1. Ker je L (t%) (z) =
(1 + )z~ dobimo

L (sin 2\/&) (2)

00 (2\/&)271—1—1(_1)711“(3/2+n)z—3/2—n B
ZD: (2n+1)! N

m 22n+1(_1)7 (2, + 1)ll(a/2)"
Z 2n+1(2n + 1)1

_ \/ﬁz a/z
_ \/ﬁ,%
Ve

Podobno postopamo pri drugi nalogi.

3.21
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e +1/2
T
e 22n+1(\/ﬁ)2n+1
5 2mnl(2n + 1)!N/7a
1

= h2vat.
N Vat

3.22 Ker je £ (%) (2) = T(1 + k)z~17%, je

Ker je f analiticna v okolici oo, za nek R > 0 velja, da jo lahko majoriramo
s konvergentno geometrijsko vrsto, |cx/2F| < ag® za vsak |z| > R. Iy tega
sledi ocena za koeficiente ¢ < a(gR)¥. Vrsto zato lahko majoriramo z vrsto,
ki konvergira povsod:

> (k|— ’1)! <>, (k —1)! jaBt.

k=1 k=1

3.23 (a) 3(sint —tcost), (b) gtsint, (c) i(3sint — 3tcost — t*sint), (d)
L(tsint — % cost).

3.24 7 uvedbo nove spremenljivke v =t + k dobimo
o0 o0 k
/ ft+ ke ™ dt = / Fu)e ==k gy —/ f(u)e™=k) qu,
0 0 0

3.25 7 uvedbo nove spremenljivke v =t — k dobimo

/oo ft—k)e ™ dt = /oo f(u)e TR qy,
k 0

3.26 Upostevamo, da je

n+1 —z(n+1) —zn
_ (& — €
/ et dt =
n —Z

in rezultat sledi iz razvoja v vrsto.
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327 (a) 25, (b) T, (o) 2.

3.28 Ker veljajo zveze za premik originala, zadoSca dokazati, da je

o) o=t

kar pa smo izracunali v nalogi 3.22

3.29 Iz razvojev funkcij A, B in C' v vrsto po potencah e~ sledi (a) £71 (A(2)) (t) =
Do H(t — )—Z?onxnnﬂ)( ),

k+1
(b) L7 (B(2)) (1) = X3 Y H (= k),

)!

oo n +k

() L7H(C() (1) = X3, e S H(E =0+ 1).
3.30 Enkrat per partes.

3.31 Naj bo L(y) =Y in £(z) = Z. Ce uporabimo Laplacovo transformacijo
na obeh enacbah, dobimo iz (a) sistem enacb uY —1 = —11Y +67Z, uZ —2 =
—18Y + 10Z. Resitvi sistema sta y = e, z = 2¢’. Podobno pri (b) in (c)
(b) y=t(1+t)e ™t z=3t%" (c) y=—t, z=1-2t
3.32
a o
LY®)(z) = / y (t)e " dt +/ Y (t)e * dt =
0

= e “y(a—0)—y(0)+ Z/o e dt — e y(z+0) +

o
—|—z/ e *t dt.
a

3.33 Nalogo 3.30 uporabimo n-krat.

334 (a) y=—-1+e3+3t (b) y=4(T+e*—2t+2%et (c) y=
2 (sin 2t — 2t cos 2t)e =%

3.35 y = £(3sint — 3tcost — t*sint).

3.36 y = 2t + %tcost - %sint, z = —3t —tcost+ 4sint.
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3.37 Ena¢bo pomnoZzimo z e~ *! in integriramo od 0 do co. Pri tem upostevamo,

da funkcije razsirimo na celotno realno os tako, da predpisemo vrednost 0 za
negativne argumente. Ob upostevanju zacetnega pogoja za L (y) (z) dobimo
enacbo

L) () = L) () + 7,
oziroma L (y) (2) = (2(z — e7*)) . Iz naloge 3.29 preberemo, da je
o0 )k
Z H(x — k).
k=0

3.38 Transformirana enacba je (22 + 4ze™* + 42%¢72*)L (y) (2) = 1/2%, in

00 = \F1 o o—(k—1)z .
E(y)(2)=mzzkzo§4(—22 ) =D k= Oka ! —rs - oledi

Y=o k2h1 (k.:,l.g)y (t—k+1DF2H(t —k+1).

3.39 Odvajamo po parametru z in reSitev sledi.

3.41 Odvajamo po parametru pod integralom in resitev sledi.

3.41
Llty) (2) = — L) (2)
LW0) () = L) ()~ =L D) (),
LW'0) () = —LW'M)G) = 90— & (L) ().

3.42 Ce je b # 2a, potem enacba nima resitve. Ce je b = 2a potem ima enacba
enoparametri¢no druzino resitev y = (a—-c)e* +c(1+3t)e~t. To ni v nasprotju
z eksistenénim izrekom, ker je tocka t = 0 singularna.

3.43 y =t2e 2

3.44 y = Ae ' + Be /t.

101

3.45 Upostevamo, da je [~ e du = t~*e~*' in zamenjamo vrstni red integriranja

v dvojnem integralu.
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3.46 Resitev sledi iz naloge 3.45, ker je £ (sint) (z) = (14 22)~L.
3.47 Resitev sledi iz naloge 3.45, ker je £ (™) (z) = (z —a) ™.
3.48 V prvem integralu zamenjamo vrstni red integracije.

3.49 Sledi iz nalog 3.46 in 3.48.

3.50 Ker je funkcija f’ eksponentnega narascanja, lahko zamenjamo limito in
integral, zato je

0= lim h /(e dt = —£(0) + lim 2L (f(t)) (2).

zZ— O 0 zZ— O
3.51 S pomogjo odvajanja slike dobimo f(t) = (1 —e~%)/t.
3.52 f(t) =2(1 — cosat)/t, g(t) = 2(1 — chat)/t.
3.53 f(t) = [) c=2=1 gg.

3.55 Opazimo, da je w/2—arcctg z = arctg z, torej je f(t) inverzna transformiranka

funkcije

1
— (m/2 — arcctg z) .
z

Inverzna transformiranka z~! je 1, inverzna transformiranka z~!arcctg z pa

fg ST gy, Ker je [;° S22 dy = 7/2, je rezultat f(t) = [ S2L gz,

xT

3.56 V integral uvedemo novo spremenljivko x — t = w.

e*b:c_efa,:c

3.57 (cosat * cos bt)(z) = bsinbr=aginar - (o—at  o=bt)(y) = =2

b2 —a2
3.58 L7H(F(2)) (t) = a~?(—axcos(ax) + sin(azx))/(2a)) in L7 (G(2)) () =
rsin(ar)/(2a?).

3.59 Spomnimo se, da je £ ((mz)~Y2) (z) = 2~1/2. Potem je £ ((mz)~/?) (2 +
a®) = (z + a®)"V2 Ker je L ((71'56)_1/2) (z+a%) =L ((Wx)_l/Qe_am) (2), je
inverzna transformiranka prve funkcije enaka konvoluciji funkcij a in (Wx)’l/ 2ema”,

Z uvedbo nove spremenljivke v = a’z dobimo funkcijo fi(t) = erf(av/t).
Podobno je pri ostalih dveh: fo(t) = @’ erf(av/t)/a, f3(t) = e“zt(l—erf(a\/f)).
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3.60 (a) ¢(x) = (a®+ (b> —a?)cosbx)/b, (b) ¢(x) = (—a+ acosbx+ bsinbz),
(c) é(x) = e’ + (b — a)ze’™.

3.61 (a) ¢(x) = (1+z)e*, (b) ¢(x) =cosz+sinz, (¢) ¢(x) = (chz+cosz)/2.
3.62 y(z) = (chx — cos(v/2x))/3.

3.63 Zamenjaj vrstni red integracije po ¢ in 7.

2

3.64 Vzamemo g(t,7) = \/%e_%t in upostevamo, da je £ (g(t,7)) (2) = e ™VZ/\/z.

1 [ eavz 1 00 _s2 a
3.65 L ( Z ) (t) = ﬁfo H(s—a)e 1 ds=1 —erf(ﬁ).

3.66 Vzamemo ¢(t,7) = t"~!/T'(7) in uporabimo nalogo 3.63.

3.67 L7 (i) (2) = [;° %1 dt.

3.68 Vzamemo ¢(t,7) =t /I'(7 + 1) in uporabimo nalogo 3.63.

3.69 L1 (o) () = [3° ﬁ dt.

zlnz
Parcialne diferencialne enacbe prvega reda

4.1. Privzemimo, da je x # 0. Ker je Char(,,) L = R(—y, ), bo ena nova
koordinata kar o = 2~ 1y, saj je grada € Char(; ) L (za x = 0, je potrebno
vzeti a = y~1x). Za drugo koordinato lahko izberemo 3 = 2% + 2. V novih
koordinatah je diferencialna enacba oblike ug = 0. ReSitev je potem oblike
f(@). Izracunajmo se funkcije f za primere iz (b):

1) u(cost,sint) =1= f(tgt) = f=1,

.
u2+1 9

(1)
(2) u(cost,sint) = costsint = f(tgt) = f(u) =
(3)

3) u(z,z) =1= f(1) = resitev je vsaka funkcija f, za katero je f(1) = 1.
Zakaj ni enoli¢nosti?

4) uwr,l—a2)=22+1=f(zt-1)= f(s)=(s+1)"1+ 1
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Podobno resimo primer (c). V novih koordinatah o = 271y, 3 = = se enacba

prevede na .
uﬁ:Bu_ﬁ_a2ﬂ7 u(_2ﬁ7175):ﬁ_/82'

Dobili smo navadno diferencialno ena¢bo prvega reda, ki ima resitev u(«, 3) =
—B%(1 + a?) + B(1 — 2a) oziroma u(z,y) = — (2% +y?) + = — 2y.

4.2. Parametrizacija zacetnih pogojev: z(s) = s, y(s) = —s, u(s,—s) = 1.
Prva integrala karakteristi¢nega sistema sta 22 4+ y? + 2u = A in zyu~!' = B.
Iz zacetnih pogojev dobimo zvezo A = —2B + 2, torej je 22 + y? + 2u =

—2zyu~! + 2 oziroma

—(22+ 9% = 2) + /(22 + y% — 2)2 — 162y

U(.’L’,y) = 4

Zakaj ni dveh resitev?

4.3. Prvi integrali karakteristi¢nega sistema so A = xy~!, B = 22 + y? + 22
in C' = u. Resitev is¢emo v obliki f(A, B,C) = 0. Vstavimo zacetne pogoje:
F(sv™1 82 +0v% 25+ v) = 0. Iz enachb s = Av, 2+ 1?2 = Bin C = 2s + v
dobimo F(A, B,C) = B — (2A + 1)72(A% + 1)C?. Resitev je

w= (22 +y) <$

4.4. Zacetna pogoja za p in q sta p = 2 in ¢ = s. ReSitve karakteristicnega
sistema so = scht, y = —2sht, u = s(e 2! + 1), p = 2e7t, ¢ = set. Resitev
v originalnih koordinatah je u = x(y + v/y% + 4).

4.5. Parametrizacija zacetnih pogojev: z(s) = s, y(s) = 0, p(s) = s, q(s) =
+s, u(s) = 35> Resitve karakteristi¢cnega sistema so x(s,t) = se, y(s,t) =
+2ssht, u(s,t) = %8267%, p(s,t) = se”t, q(s,t) = +se~'. V originalnih
koordinatah dobimo uy 2 = 3(z +y)2.

4.6. Parametrizacija zacetnih pogojev: z(s) = s, y(s) =1 — s, u(s,—s) = 2,
p(s) = q(s) = £1. Resitve karakteristi¢nega sistema so

A(s) 1

5)’ q(s,t) = ma

p(s,t) = t1 B(s)
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C(s) 2y
= - A == 2 E *
z(s,t) [T B() y(s,t) (s)C(s) + T B0) u(s,t) =2t + E(s)
Imamo dve resitvi: e je p(s) = 1, dobimo u(z,y) = 2\/x + y, ¢e pa je p(s) =

-1, je u(z,y) = —2y/x +y + 4.

4.7. (a) Iz karakteristi¢cnega sistema sledi, da je p = a in ¢ = b za neki
konstanti a in b. Ce ju vstavimo v originalno ena¢bo in izrazimo z, dobimo
popolni integral

1+ b2

= b .
z=ar+ by + 2%

(b) Tangencialnost pomeni (a,b, —1) = A(2, —2y, —2z), hkrati pa se morata
ploskvi dotikati:

1+ a, 5
z=by—— = =5 +27)
Iz prve enacbe dobimo z = é, Yy = —2 in vstavimo v drugo:

PR 2%  2\a? ' a2

1 52_1+§__a<w 1)
- :

Ko poenostavimo, dobimo a = b. Iskana druzina je

1+ a?
z=ar+ay + .
2a
Za (c) je potrebno poiskati ogrinjalko te druzine: z, = x +y + % — ﬁ =0.1z
tega sledi a? = m Resitev je

1
z==+2z+2y+1)2.
Ploskvi se dotikata vzdolz krivulje 22 = 2z — 1, y = —1.

4.8. Parametrizacija zacetnih pogojev: z(s) = s, y(s) = s, u(s,s) = 2,
q(s) = —p(s) = £1. Resitve karakteristi¢nega sistema so:

2r=(25s+1)(t+x1) =1, 2y =1— (1 —2s)(t + D(s))?, u=—2t+2,

p=—(t+1D) g=0+1)"1.

V originalnih koordinatah imamo dve resitvi: w(z,y) = —2y/x —y+ 1+ 4,
u(z,y) = 2/F =y F 1.

105
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4.9. Parametrizacija zacetnih pogojev: z(s) = s, y(s) = 0, u(s,0) = s
p(s) = 1, q(s) = s. Resitve karakteristicnega sistema so x(s,t) = se™'(t + 1),
y=tel, u=s(t+1).

4.10. u = h(\/22 + y2) exp (arctg(y/x)) .
411. = F'(W(s))t + s, y = —t, u = (W' (s)F'(h(s)) — F(R'(s))) t + h(s).
4.12. u = zeY.

3
2

4.13. Iz karakteristi¢nega sistema dobimo 2p* = (t — D)l in y = (t — D)
kar je v nasprotju z zahtevo, da je u € C1(R?).

E,

4.14. Pisimo p,q,r namesto Uz, uy,u, po vrsti. Parametrizacija zacetnih
pogojev je x(s1, 52) = 51, y(s1,52) = s2, 2(51, 52) = 0, p(s1,52) = 2, q(51,52) =
1, 7(s1,82) = 3 in u(s1,s2) = 251 + S2. Resitve karakteristi¢nega sistema so
p=2,q=1,r=3x=-2t+51,y= -5+ 52, 2 = —t, u=—12t + 251 + s9.
V originalnih koordinatah je u = 2z + y + 3z.

4.15. u(z,y) =z —y+ #_y

4.16. w(z,y,2) =z +y— 22+ 7

_ Tty
4.17. u(z,y) = 2v/3exp(£ 7 ).
3
" 3
4.18. u(z,y) =4 (5L +1)2.
4.19. F odvajaj na x; in vstavi v primerne enacbe.

4.20. Ker sta F' in G funkcijsko neodvisna prva integrala, je
(f.g,h)grad I = (f, g,h) grad G = 0.
Naj bo (z0, yo, 2z0) neka fiksna tocka in definirajmo

H(x7y7z) = (‘Tayﬂz)(f(x07y07Z0)7g(x07y()?z())a h(x()7y[),2'0)).

Funkcije F, G, H o¢itno tvorijo koordinatni sistem v okolici (zg, yo, 20), saj so
njihovi gradienti v (xo, Yo, 20) linearno neodvisni. V novih koordinatah je

f(y, 2ue(@,y,2) + 9(2, y, 2)uy (2,9, 2) + W2, Y, 2)u=(z, 9, 2)
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= ualz,y,2)(f,9,0)(, y, 2) grad ez, y, 2) + ug(x, y, 2)(f, 9, h) (2, y, 2) grad B(z, y, 2)
—I—U,Y(f,g,h)(x,y,z)gradH(x,y,z)
= uﬁy(f,g,h)(w,y,z)(f,g,h)(xo,yo,zo)Za.

Po izreku o inverzni preslikavi lahko iz sistema o = F, § = G, v = H izrazimo
spremenljivke a, 8 in v kot funkcije x, vy, 2.

4.21. (a) Resujemo (p,q, —1)(x,y, z) = 0. Resitve karakteristicnega sistema so
x(s,t) = A(s)e', y(s,t) = B(s)e', z = C(s)e".

Ko vstavimo Se zacetne pogoje, dobimo za z # 0

z = arctg(y/x)\/ 22 + y2.

Podobno za y # 0.

(b) Resitev is¢emo v implicitni obliki f(z,y,z) = 0. Resujemo enacbo
zfe +yfy +2f. = 0. Resitve so natanko vse homogene funkcije f, to so take,
za katere je f(tx,ty,tz) = g(t)f(z,y, 2).

4.22. Resujemo enacbo py+qz+1 = 0 pri danem zacetnem pogoju. Parametrizacija
zacetnih pogojev je x(s) = s,y(s) = 0,u(s) = s, Resitve karakteristi¢cnega
sistema pa x = scht,y = ssht,u = —t + s. ReSitev v originalnih koordinatah

je u(z,y) = — Arth(z~ty) + /22 — 2.

4.23. (a) V =(0,2y, —22)x (y—2z,x, —z) = 2(2—y) (=, z,y). Za (b) je potrebno
resiti Pfaffovo enac¢bo xdx + zdy + ydz = 0 pri danih zacetnih pogojih. Ker je
rot(x, z,y) = 0, je enacba resljiva. Fiksirajmo z. Resitve enacbe xdx+ zdy = 0
so ploskve G(x,vy,2) = 22 + 2yz + f(2) = 0. Vstavimo G v enacho grad G =
w(z, z,y)

G, = 2zx=puz,
Gy = 2z=pz,
G. = 2y+f'(2) =y

Iz prve enacbe dobimo p = 2, zato je resitev tretje f(z) = C. Dobili smo
druzino ploskev G(z,vy, 2) = 22 +2yz = C. Krivuljo ¥(s) vsebuje ploskev 2% +
2yz = 0. V primeru (c¢) resujemo (p,q, —1)V = 0 pri danih pogojih. Ker sta
druzini ploskev iz (a) prva integrala pripadajocega karakteristicnega sistema,
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je resitev oblike f(A, B) = 0. Vstavimo zacetne pogoje: f(3s2,—3s%) =0 in

dobimo f(s,t) = 2s+t. Resitev je 2y? —222+z(y—2) = (y—2)(22+2y+x) = 0.
Ker zacetna krivulja ne lezi na ravnini y = z, je resitev x + 2y + 2z = 0.

4.24. Iskana druzina ploskev ima normalo v smeri vektorskega produkta
normal na dani druzini: n; X nz = ¢(—y,z,0). Resujemo Pfaffovo enacbo
—ydxr + xzdy = 0. Ker je rot(—y,z,0) = 0, je enacba resljiva in resitev je
druzina y = Ax.

4.25. ¢ = e2*1C,

4.26. (a) z(x +y)(3z+ 1)1 = E. (b) Prva integrala karakteristicnega sistema
sta A =2 —yin B = 423 4+ 222 — (z + y)?, reditev pri danem pogoju pa
4234222 —(z+y)? — (z —y)? —4=0.

4.27. Resitev je oblike

20 — Yo
1—2a9’

Yy—yo=2—2 +(z— o)
kjer je (zo, yo, 20) tocka, skozi katero gredo ravnine.

4.28. (a) Ce je taka kroznica karakteristika, mora biti (bz —cy, cx —az, ay —bx)
njen tangentni vektor. Tangentni vektor na tako kroznico v tocki (z,y, z) pa
jed x (z,y,2) = (bz — cy,cx — az,ay — bx)

(b) Prva integrala karakteristicnega sistema sta A = z+y + 2z in B =
22 +y? + 22 Resitev iséemo v obliki F'(A, B) = 0. Za F lahko vzamemo npr.
F(A, B) = A? — 2B. Ploskev je stozec.

Klasifikacija PDE drugega reda v dveh spremenljivkah

5.1. Enacba je parabolicna. Nove koordinate so npr. ¢ = 2z —y, ¥ =y,
u(z,y) = A(p)Y + B(p), kjer sta A in B poljubni funkciji.

5.2. Nove koordinate so ¢ = (z — y)/2, ¥ = (z +y)/(2v/2), enacba v novih
koordinatah pa g, — Uy = 0.

5.3. Enacba je elipticna, nove koordinate so ¢ =y — ch™*(z), ¥ = th(x).
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5.4. Oznacimo novi koordinati s ¢ in 1. Za parcialne odvode ¢ dobimo
0z 2wy £ 4a?y? —da?y?  x
Py 2y? ‘

Enatba je paraboli¢na. Za koordinati izberimo ¢ = (22 4 ¢?) in ¢ = z.
Vstavimo v enacbo in dobimo

Uy

Imamo navadno diferencialno ena¢bo. Njena reSitev je

u=A(p)0® + B(p) = 2*f(2* + y*) + g(a® + ¢*),

kjer sta A in B oziroma f in g poljubni funkciji.

5.5. Enacba je hiperboli¢na. Novi spremenljivki bosta
£ = =,
/ 1
Vy—1

Izra¢unajmo parcialna odvoda na 7 :

dy = 2(y — 1)%

N[

Uy = untly = up(y —1)72,
1 1 ( 1)
Uyy = Upp——= — =Up(y —
vy My 1 2™ Y
Zgornja enacba se prepise v

N

2uge — 2uny + un(y — 1)7% —uy(y—1)"2 =0.

Resitev je oblike

u(z,y) = f(z —2/y— 1)+ gz + 2y

Prvi pogoj da f(z) + g(z) = =z, drugi pa je
lim+\/ f(z -2y +g (r+2y—1)

y—1
Drugi pogoj pomeni f'(z) — ¢'(z) = —z oziroma f(z) — g(x) = —%. Dobimo

2
X X
2

u(z,y) a:—2\/ l+zxz+2y/y—1+4z\/y—1)=x+2zy— 1.
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Laplacova enacba

6.1. Najprej si oglejmo, kaj pomeni konformnost. Preslikava f je konformna,
Ce je
fl;t fl :|
Df = Y1 =aQ,
f |: f2:r f2y Q

za neko konstanto a in ortogonalno matriko (). To pomeni: normi stolpcev sta
enaki, vrstici sta pravokotni. Odvod je

_ flx fl . _ flx fl
Df‘[—fly fli] ali Df‘[fly —ffx]'

Pri prvi verziji dobimo fay; = fizz in fozy = — f1yy, torej je fi harmonicna.
Podobno je za fo in za drugi primer.
Naj bo u funkcija argumentov £, 7. Izracunajmo A, yuo f(x,y) :

Uy = Ugfz + upfor,
Uy = Uge [y + Unnfay + 2y frafor + Ue frae + Un fouz,
Uy = ugfiy + unfay,
Uyy = u§€f12y + unnf22y + 2uen f1y foy + ue Sy + unfoyy,
Upe + Uy = Uee(fTp + f1y) + uny (3, + f3,) +

2u5n(fla:f2w + flnyy) +
uﬁ(flxw + flyy) + un(f?acac + f2yy)-

Recimo, da je f konformna. Potem sta zadnja oklepaja zaradi harmoni¢nosti
enaka 0, tretji oklepaj pa je 0 zaradi pravokotnosti vrstic. Ker sta normi
stolpcev enaki, sta prva oklepaja enaka. Ker je u harmonicna, je uge +uyy, = 0,
torej je tudi ugz, + uyy = 0.

Recimo, da je uzy + uyy = 0 za vsako v (&, 7)-koordinatah harmoni¢no
funkcijo u. Izberimo si naslednje harmoni¢ne polinome:

= (= fiee + fiyy =0,
= N= fozz + foyy =0,
= &= fiefoe + fryfoy =0,
& —n= 20/ + 1) —2(f35. + f3,) = 0.

To pa ne pomeni ni¢ drugega, kot da sta komponenti harmonic¢ni in da sta
v Df normi vrstic enaki, stolpca pa pravokotna, zato je Df = a@) za neko
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ortogonalno matriko Q).

6.2. Preveriti moramo, da G'(F(z), F(y)) zadosca definiciji Greenove funkcije
na D. Potem je zaradi enoli¢nosti Greenove funkcije enaka G(z,y). Ker je
funkcija ¢'(z,y) = G'(z,y) — N(x — y) harmoniéna za vsak y € D’ in ker je
F konformna, je tudi ¢’(F(x), F(y)) harmoni¢na za vsak y € D. Ta funkcija
je tudi zvezna po y na D. Najzanimivejsi del je pokazati, da je funkcija
y — N(F(x) — F(y)) — N(x — y) zvezna po y v y = x. To sledi iz dejstva,
da je odvod konformne preslikave ortogonalna matrika, zato ohranja normo.
Po principu enoli¢nosti je ta funkcija tudi harmoniéna v y = . S tem smo
dokazali, da je funkcija y — G'(F(z),F(y)) — N(x — y) harmoni¢na na D in
zvezna na D. O¢itno je G'(F(z), F(y)) =0za vsak t € Diny € S.

Nalogo lahko resimo tudi drugace. Naj bo g : D — R dana funkcija.
Definirajmo

_ /D G'(F(x), F(y))g(y) AV,

Dokazati je treba, da funkcija v resi ena¢bo Ayv = g na D. Pisimo s = F(x),
t=F(y) in z = F~! o F(z). Po izreku o substituciji je

_10 T - / (F_loF(y)) —lo
WP oF@) = [ GUP@).FW) e e TP o Fu) v,
N g(F-l(t»
WP = el >,JF( o
_ / G (s, 0)g(F~ (£)|TF~ ()| av;.

Po definiciji Greenove funkcije G’ to pomeni, da je
Ds(0(F7H(s)) = g(F~H(s))| T (s)]-
Pisimo F~! = (I, F») in izracunajmo A,(v(F~1(s))) :
Ds((F7Hs) = (Agv)(F7H(s))| grad F1?
= (La0)(FH(s)ITF 7 (s)],
saj je F konformna. Ce zdruzimo obe enakosti, dobimo

g(ET)|TF T (s)] = (Do) (FH ()| JF 7 (5)-
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Ko krajsamo Jakobijevko in pisemo F~!(s) = x, dobimo

g(x) = (Agv)(2).

6.3. Oznacimo z Z zrcaljenje ¢ez R™ 1 x 0 C R" in z W, zrcaljenje ¢ez
S"=1(0,a) C R™.

(1) G(r,r0) = —(27) " Y(log |r — 70| — log|r — r1]), 71 = Z(r0).

(2) G(r,r0) = —(27) " Y(log |r — 79| — log |r — r1| + log|r — ro| — log|r — r3]),
r = Z(To), ro = —To, T3 = Z(Tg).

(3) G(r,m0) = —(2m) " (log |r —ro| —log |r —r1| —log(|ro||r —r2| /a) +log(|rol|r —
rsl|/a)), r1 = Z(rg), ro = Wy(ro), r3 = Z(r2).

(4) G(z,y,20,y0) = —(2m) " (log (ch (% (x — x0)) — cos (5(y — o)) —

—log (ch (Z(z — z0)) — cos (Z(y + yo)))
(5) Gry70) = (4m) I = 7ol = Ir =~ = r = ra| ™ = | = 1ol +}r
ra| L+ r =T e =gl = | — 7| 7Y, Kjer je 1 = Z.(r0), 72 = Zy(ro),
r3 = Zy(ro), 14 = Zy(r1), r5 = Zy(r3), r6 = Zz(re) in 17 = —ry. Oznake
Zy, Ly, Z, pomenijo zrcaljenja ¢ez ravnine z = 0,y = 0,z = 0 po vrsti.

6) G(r,r0) = ((n — 2)wn) " H(Jr — ro|2™™ — |r — r1]2™™), kjer je 71 = Z(ro).

0
(7) Glrro) = (n = 2Jen) M = rol* = = a2 = ()72 = a7
(G

)20 — 327, Kjer je r1 = Z(ro), 1o = Wa(ro), r3 = Z(12).

6.4. Prvi integral predstavlja reSitev Laplacove enacbe, ki ima na kroznici
vrednost 1. Ker je taka resitev ena sama, to je u = 1, je integral enak 1. Drugi
integral pa je resitev nehomogene enacbe Au = —1, ki ima na robu vrednost

0. Na krogu seveda tako resitev takoj uganemo: u = %(a2 —z? — 22).

6.5. (a) Problem razbijemo na dva dela. Funkcijo u is¢emo kot vsoto u = v+w,
kjer v resi enacbo

Av=a, v|gn-10,1) =0,
w pa enacbo

AU} = O, U)|Sn—1(071) =b.

Za drugo enacbo takoj uganemo, da je reSitev w = b. Resitev za prvo enacbo
bo odvisna le od radija, zato poskusimo z nastavkom

n
v:oz—l—ﬂZa;?.
1
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Izracunamo

Av =2n8 =a,
torej je = a/2n. Funkcija mora biti na sferi enaka 0, zato je

a

2n_0‘

o+
Resitev je

a4 = 5
=b+ (Y a?-1).
u=>b+ 2n( 1 x; —1)
(b) Resitev dane naloge je
uw)= [ Pawg)ds,+ [ Gy,
Sn=1(0,1) Bn(0,1)

Ocenimo

w@)| < swp g / \P(a,y)| dS, +
Sn=1(0,1) Sn=1(0,1)

+ swp |f] / Gz, )| dV,
B"(0,1) Bn™(0,1)

Upostevajmo, da je P > 0 in G > 0 in uporabimo rezultate prejsnje naloge.
Edina resitev Dirichletove naloge Aw = 0, w| sn-1(0,1) = 1 je

w:/ P(z,y)-1dS, =1
Sn=1(0,1)

Edina resitev Poissonove naloge Av = —1, v|gn-1(9,1) = 0 je
1 < 1
= G -1dV, = —— E 21 < —.
’U(x) \/;n(o,l) (m‘?y) ) 2n( - xl ) — 2n

6.6. (a) Gt (z,y) = G(z,y) — G(Z(x),y). Iz Greenove funkcije izracunamo za
tocko (b) Poissonovo jedro

P(.Z‘,y) —P(Z(I’),y), Y€ (aD)+

P+ Z, = )
(@) { 8 (2,y), yeL
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kjer y,, oznacuje n-to komponento vektorja y. Za dokaz tocke (¢) upostevajmo
zvezo med P in PT:

| rewrwas, = [ Payreds,- [ Payr) ds,
8D (6D)+ Z((0D)+)

:/ P(z,y)F(y)dS, + |  P(x. Z(y)F(Z(y))dS,
(6D)+ oD+

_ / (P(x,y) — P(x, Z(y))F (y) dS,
(0D)*

Ker je preslikava Z = (Zy,...,Z,) : D — D zrcaljenje, zanjo velja drugi

dokaz naloge 6.2, saj je |JZ| = | grad Z;||, je G(Z(z), Z(y)) Greenova funkcija

za Z(D) = D, torej je G(Z(z),Z(y)) = G(z,y). Odtod sledi, da je
G(Z(x),y) = G(x,Z(y)) in zato P(Z(z),y) = P(x, Z(y)). Dobimo

PFw) s, = [ (Pay) - PEZ@0)FG)S,

oD

= / Pt (x,y)F*(y)dS,
oD+

6.7. Resitev je

%(b2 —(12), =
u(r) (P —a®)+ 3% —1r?), a<r<b
+=(b® — a?), >b

6.8. Uporabimo Fourierovo transformacijo

1 oo —izx
U(Zvy) = \/ﬂ/ ’U,($7y)€ du.

Transformirana enacba enacba se glasi

~2%0(2,y) + vy = 0,

Njena splo$na resitev je
v(z,y) = A(z)e™*¥ + B(z)e™.
Transformirani robni pogoji so

2b

V=0 = e ey

v(z,a) = 0.
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Od tod izra¢unamo

b eCLZ b 67(12

Az) = V27(b2 + 22) shaz’ B(z) = V2r(b? + 22) shaz’
2b sh(a —y)z

v(,y) = V2r (b2 + 22)  shaz

Inverzno transformiranko

1 oo 12T
U($7y) = \/%/ ’U(Z,y)e dz.

lahko dolo¢imo s pomocjo residuov. Za vsak x > 0 velja

u(z,y) = ivV2r (Res(v(z, y)e*® i) + ZReS(v(z,y)eim, k‘m’/a)) :

k=1

Ce ab ni veckratnik 7, potem je

sin((a — y)b X 2ab(—1)F+1
(s(inaby))ebx + Z W))Q(—()km)z sin((a — y)km/a)e

u(a:,y) = fkrrm/a.

k=1

Celotno resitev dobimo tako, da na desni z zamenjamo z |z|.

6.9. Uporabimo Fourierovo transformacijo po . Dobimo

b [T®sinaz _,, ;
u(z,y) = — e ez gy
T) o %

2b [ sinaz _
= — —— e ¥Ycoszx dz

™ Jo z
b /s e
_ / <sm(a + )z N sin(a x)z) J——
™ Jo z z
b a+x a—2x
= — |arctg—— + arctg——
™ Yy Yy
b

= -
e

kjer je ¢ kot pod katerim iz tocke T' = (z,y) vidimo interval [—a, al.
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6.10. Uporabimo Fourierovo transformacijo po . Dobimo

b [T sinaz ~
- _ o Ye —zly iz d
u(z,y) - /_OO R h)e e z

2b [ sinaz

— e Ycoszz dz.
m Jo z(z—h)

Ce h = 0, potem ta integral ne obstaja. To je tudi fizikalno smiselno. Ce je
h = 0 imamo namre¢ opravka s stacionarno porazdelitvijo temperature, kjer
v obmocje priteka konstanten pozitiven toplotni tok.

6.11. Uporabimo sinusno transformacijo po x.

2 oo
v(z,y) = \/;/0 u(x,y)sin zx dx.

Transformirana enacba se glasi
—2%0(2,y) + vy =0,

kjer smo uporabili u(0,y) = 0. Njena splosna resitev je
v(z,y) = C(z)e Y.

Iz drugega robnega pogoja sledi

2 o0
Cz) = v(z,O):\/7/ u(z,0)sin zz dx
T Jo
2 a
= b\/7/ sin zx dz
T Jo
b |2

= —/—(1- .
. \/7 ( cosaz)
Odtod sledi

2 oo
u(z,y) = \[T/O v(z,y)sinzx dz
2b

1

—cosaz ., .

= — ———— ¢ #¥sinzx dz
™ Jo z

b T r+a a—x
= — | 2arctg— — arctg —— + arctg —— | .
m Y Y Y
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6.12. Resitev je

2b [*° 1 —cosaz

5 e “Ysinzz dz.

U(w,y):—ﬂ ; .

6.13. S substitucijo v(x,y) = u(z,y) — gy dosezemo, da so robni pogoji v L?.
Dobimo
Av =0,

b
v(0,y) = —Y v(z,0) =0 in v(z,a) = 0.

Uporabimo sinusno transformacijo po spremenljivki z.

2 oo
w(z,y) = \/;/0 v(z,y)sinxz dx.

Transformirana enacba in transformirana robna pogoja se glasijo

b [2 ,
——\/ =Yz — ; =0,
a\/;yz z2w(z,y) + wyy

w(z,0) =0, w(z,a)=0.
Odtod sledi

2 b
w(z,y) = —\/;' aiz{ + A(z) chyz + B(2) shyz,

A@) =0, Blz)= \/E zsﬁaz

b 2 [
u(r,y) = ay—i— \/;/0 w(z,y)sinxz dz =

éy#— 2/ <bshyz — by) sinxzz dz = 2/ bshyz sinxz dz.
a 0 0

T zshaz az T zshaz

torej je

6.14. Resitev je

u(z) = —2% — a? + 2ab, lz| <a
2a(b—lal), a<|e<b’

117
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Pri drugem delu si pomagamo s substitucijo

v(z) = u(x) — % (u(=b)(b—z) +u(b)(b+ x)).

6.15. Poskusimo s separacijo. Is¢imo resitve v obliki u(x,y) = X (z)Y (y).
Dobimo enacbi X” = ¢X in Y” = —¢Y. Opazimo, da za funkcijo Y nimamo
homogenih robnih pogojev, imamo pa homogene robne pogoje za funkcijo X :
X(0) = 0 in X(a) = 0. Resitve diferencialne enacbe X" = aX pri danih

robnih pogojih so funkcije X = sin 2% km . To pomeni, da mora funkcija Y resiti
enacbo Y, = (k? Y, torej dobimo Yk = A ch kwy + B sh ’my . Resitev is¢emo

z nastavkom u(z,y) = Y77 Xi(x)Yi(y). Vstavumo Se robne pogoje in dobimo

u(w,0) = fit) = 3 Xu@¥i(0) = sin 0 4,
1

u(z,b) = fo(x) = iXk(x)Yk( 3 sink?rTx(Ak h@+3k8h@)
1 1
Pisimo
Zflksmi in fa(x Zf%sln km;
kjer je
fik = / fi(t) smf dt, for = / fa(t) sin— dt.
Resitev je

i ke fuuch P2 4 fosh B
sin .

.’13
Y) o sh k0

6.16 Najprej opazimo, da je w oblike u = w; + ug, kjer sta u; in wug resitvi
robnih problemov

Auy =0, ul(flf,O) = fl(x)a ul(va) - f2($), ul(ovy) = ul(a7y) =0,

Auy =0, us(z,0) = ug(,b) = 0, u2(0,y) = g1(x), uz(a,y) = go(x).

Uporabimo resitev naloge 6.15.
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6.17. Resitev je u(z,y) = sh(z)(sh(—%) " cos(y)).

6.18. Resitev je

B (C1Fch(Zly) cos (%)

6.19. Resitev je
- 2k+1 \ 7' 2k + 1 2k + 1
u(z,y) = kzzofk <ch o 7rb> cos < 5 7I'(IZ) ch ( o 7Ty> ,

kjer je

6.20. Najprej resimo lastni problem
Uzz + Uyy = Au,  u(x,0) = u(x,b) =u(0,y) = u(a,y) = 0.

Dobimo dvoparametricen sistem lastnih vektorjev in lastnih vrednosti
k2 I\ 2 krx | lwy
Mi=——] = =], vwu(z,y) =sin—sin—
a b a b

Nato razvijemo h = Zk,l hiv v L?(D). Regitev is¢emo z nastavkom u =

Zkl cr1Vk- Dobimo ¢y = _%;' Torej je

1 & sin BT Iy
=m Ll e

k2
k=1 1=1 7"’(;2

a b
4 kmx l
hy = — /hxysm7r81n7wd$dy
ab b
0

V primeru A = 2 dobimo

hi = %(1 — (=" = (-1).
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6.21. Pripadajoca gostota nabojev je

P(T,Y) = 1162, (2)0y, (y),

kjer sta 0., in dy, delta funkciji. Kot v prejsnji nalogi dobimo za reSitev
robnega problema
Au=—p/eo, ulsgp =0
00 kﬂ'mo lmyo
sin sin krx lmy
u(x,y) = Z Z 2 si sin —=.
abwagklll E +(b) a b
Ce se zelimo izogniti uporabi delta funkcij, potem predpostavimo, da ima zica
majhno debelino 24, resimo enacbo

Ay = | —1/40%0, o —xo| <0,|y —yo| <0
0, sicer ’

pri pogoju ulgp = 0 in posljemo & — 0.

6.22. Resitev je

( ) ¢ >, sin 20 gip l”byo sin ™2 kpx  lry . ommz
u(z,y,2) = ——5— Z % 5 sin sin —= sin )
abem?e k l m 2 a b c
Oimet (a)+ ()" + (%)

6.23. Resitev je
1)k+m
2

u(zx,y) —4k2 Wsink‘xsinmy.

6.24. Regitev je u = u(r,¢) = +(1—1?).

6.25. Resitev je odvisna le od radija, u = u(r). Resujemo enacbo

u// + 2r—1ul — 1"2002 + 1"2004.

Ker operatorja «” in 2r~'u/ znizata polinomom stopnjo za 2, je

u= ar2004 + b?“2006
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oc¢itni kandidat za reSitev. Odvajamo in vstavimo v enac¢bo in dobimo a =

(2004 - 2005)~! in b = (2005 - 2006)

2

6.26. Resitev je u = 45 + ‘12%.

6.27 Naj bo u(0) = Tp. Potem je

To, r<a
u={  logr—losa)— P -a)+To  asr<b.
Lgbzlogvurbg logb*7loga+1(a2*bg)+TOv b<r

6.28. Nastavek za resitev je
o
u(r, @) = ag + Z " (an cosng + by, sinny).
1

Ker je funkcija |¢| soda, imamo razvoj po kosinusih.
1 T 2

aoz/ xdx:lzﬁ,

T Jo 2 2

pcosnp dp

S

. s
sin

RN
AS
3

SEECEERECEENI

cos N

3{0‘

)

m™n?

Cleni s sodimi indeksi odpadejo, za lihe n pa je (—1 + (—=1)") = —2. Torej je

oo 2n+1

% Z cos((2n + 1)yp).
0

w\ﬁ

u(r, @) =

Vrsta konvergira na vsem krogu enakomerno in absolutno, saj jo majorizira
konvergentna $tevilska vrsta > 7°(2n + 1)72

121
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6.29. Resitev je u(r, p) =2 1(1 — 237°(4m? — 1)71r?™ cos(2myp)).

6.30. Resitev je u(r,p) = 2377 — sin((2n—1)¢). Odtod dobimo u(r, ) =

2 Tm(log(1+2) —log(1 —z)), z= rew. Ko upostevamo formulo log z = log |z|+

i Arg(z), dobimo u = %(arctg Tia +arctg - x) Po adicijskem izreku za arctg

odtod sledi u = 2 arctg % "5 singp). Torej je u(1/2,7/2) =
%arctg %.

arctg (

6.31. u(r,¢) = (r/a)" sinnep.

6.32. Reitev je u(r, ) = 2 3°7° g;:k 12)3 sin((4k — 2)p).
6.33. Resitev je u(r, ¢) = (r + a?/r) cos .

6.34. Po substituciji dobimo enatbo Av = 0 z robnima pogojema v(r,0) =
v(r,m) =0, v(a, @) = a®sin? . Resitev je oblike

v(r,p) = Z Apr" sin nep.
1
Sledi, da je

s
Apa'm/2 = a2/ sin? psinng dp = a*(2cosnm — 2)/(n® — 4n)
0

B —8a% X\ 2ntl sin ((2n + 1))
o) =— 21: (5) 2n+1)((2n+ 12— 4)

6.35. Po substituciji dobimo enacbo Av = 0 in robne pogoje v(r,0) = 0,
v(r,m) =0, v(1,¢) = f(p) — cos p. Njena resitev je

v(r,p) = 2 ir"[/w(f(t) — cost)sinnt dt] sinnep.
T4 0

Difuzijska enacba

7.1. Robna pogoja sta ali u(a) = u(b) = 0 ali uz(a) = uz(b) = 0. Odvajajmo
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F in dokazimo, da je odvod negativen:
b b
E'(t) = / 2u(z, t)yuy(x, t) doe = / 2u(z, t)uy, dx
a a

b b
= 2u(z, t)ug(z,t))° —/ 2u2 dx = —/ 2u2 dz <0.

a a

To pomeni, da je E(T) < E(0) = ff f?(z) dr. Funkcija u(z) ustreza enacbi
Uz = 0. V obeh primerih sta reSitvi konstanti. Kateri?

7.2. Naj bo
1 & :
v(z,t) = — w(zx,t)e” " dx.
0= = [ ulet
Dokazi, da je v(z,0) = F(f(x))(2) in v, = —c?2%v. Odtod sledi, da je

2,2¢

v(z,t) = F(f(z))(z)e "
Pri ra¢unanju inverzne transformiranke potrebujemo e transformiranko funkcije

1 2 2
_ - —z?/4cct
T) = e ,
g9(z) o
ki je
Flg(x))(z) =e 7"

Iz izreka o konvoluciji sledi

1 i 2 /4.2
) = _ —(z—u)*/4c"t du.
ot = frg = [ e u

Po substituciji & = (u — x)/2cv/t dobimo

I P A
U(x,t)—ﬁ/oof( 206 v)e € de.

7.3. Privzemimo, da lahko vedno zamenjamo vrstni red odvajanja in integriranja.
Ce z v(z, t) ozna¢imo Fourierovo transformiranko u(x,t) po spremenljivki z,
ena-cba preide v

vi(z,t) = —2%0(2,1).
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Za fiksen z je to navadna diferencialna enacba z zacetnim pogojem

’U(O7 t) = \/:;7 /OO xe,;er—’izx d.’f
™ J—c0
1 1 —z? —iza::| * 1 > ( 1 —m2> . —1ZX
= — |—ze Te — —e —ize dx
V2T [ 2 oo V21 J_x 2 ( )

—iz o

—z2 —izx
= e e dx
2V21 J oo
_iz _22/4

—e
2v/2

Resitev tega zacetnega problema je

v(z,t) = 26—22/46—2%‘

22

Resitev originalne enacbe dobimo z inverzno Fourierovo transformacijo.

1 o ,
u(z,t) = \/%/ v(z,t)e** dz
1 0 2 1\’
. —22(t+7) izz g
2\/7?(4t+1)/_oo(6 4)6 ?

i 204, 1y . 7= & 20501y ;a1
— —22(t+7) pizx - —22(t+3) (pizx
2 /m(dt + 1) <[e ve szoo /_ooe 7 () dz)
xT & 2 1y
- = —2z2(t+5) Jizx d
2\/7?(4t+1)/_006 e @
x o—22/(4t+1)
(4t +1)3/2 '

7.4. Resujemo z Laplacovo transformacijo po t. Naj bo

U(z,p) :/ u(z,t)e” P dt.
0

Dokazi, da je c2Uy, = pU, U(0,p) = L (o(t)) (p) in da je za vsak p > 0 funkcija
x — U(x,p) omejena. Odtod sledi, da je

U(z,p) = £ (p(1)) (p)e VP,

Pri ra¢unanju inverzne transformiranke bomo potrebovali formulo

L (Erf(a/Qﬂ)) (p) = ;e_a\/ﬁ, Erf(x) = 57? /:0 e ds.
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Sledi

Ula.p) = (6(0)) ()P0 = (£(6/(1) (0) + 6(0))L (Exta/20V)) 1)

Iz izreka o konvoluciji dobimo
u(x,t) = ¢'(t) * Brf(z/2cVt) + 6(0) Exf(x/2cV/1).
Po integraciji per partes in krajSanju dveh ¢lenov dobimo

C2/402
T % /4c*u

u(z,t) = —/0 ¢(t—u)%Erf(:r/2c\/ﬁ) du = 2cﬁ/0 ¢(t—u)eugi/2 du.

S substitucijo u = % dobimo

2 e z? 2
t) = — t— e S de.
Wt = x/zcﬁ“b( o)«

7.5. Z Laplacovo transformacijo po ¢t dobimo

L (u(z, 1)) (p) = —L ((1)) <p>\jﬁem/c.

Pri racunanju inverzne transformiranke uporabimo formulo

c (Jlft e/ 4t> (p) = 6_\;;

in izrek o konvoluciji. Dobimo

t
1 2 /402
— _ _ - —z*/4ctu
u(z,t) c/o P(t u)\/ﬁe du.

T

2¢\/u

S substitucijo & = prevedemo resitev na

x & x? e—¢
u(x,t) = ———= w<t—>d§.
( ) C\/E 220V 402€2 52
7.6. S pomocjo sinusne transformacije po x dobimo

1 2 2 2 2
_ —(z—u)?/4c*t _ —(x4u)?/4c*t
u(x,t) VT /0 fu) (e e > du.
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7.7. S pomocjo kosinusne transformacije po  dobimo

1 2 /402 2 /402
— —(z—u)*/4c®t —(z+u)*/4c*t
u(x,t) 20\/H/0 f(u) (e +e ) du.

7.8. Naj bo
o0
v(z,p) = / u(z,t)e P dt
0
Laplacova transformiranka funkcije v po t. Transformirana enacba je
VUgp = PU — SIN T — €OS 2.

Splosna resitev je

sinz + cos 2z + A(p)e VP + B(p)e®VP.

v(x,p) =
(@, p) 1+p 4+p

Ker mora biti v omejena, je B(p) = 0, iz transformiranega robnega pogoja

vz(0,p) = T1p

pa dobimo, da je tudi A(p) = 0. Inverzna transformiranka je

u(z,t) = e 'sinz + e 4 cos 2.

7.9. Dokazi, da je
Ulz,p) = L(u(z,1))(p)
D VD + he
Uo — Uug
— (1= Vvpx/e 4+
p( ‘ ) VP(y/P + he)

e~ px/c

Iz formule

L (Erf(a/?x/%)) (p) = }1)6_0‘\/5

dobimo, da je inverzna transformiranka prvega Clena enaka

1w ()) ~wer (1)
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Ce uporabimo Efrosev izrek na

f(t) = eh(x_Ct)X[:c/c,oo) (t)

dobimo
1

L - _ - —pz/c
(D) = e
Inverzna transformiranka drugega Clena enaka

oo 2
Uo —er)—T2
eMr=en) =g qr.

ﬁ z/c

S substitucijo £ = 2%/% + hey/t preide ta izraz v

hax+c2h?t €z
Upe Erf + hcﬂ) .
0 <20\/f

7.10. Poiséi funkcijo v, ki zados¢éa enacbi, robnemu pogoju v(0,t) = ¢(t)

in zaCetnemu pogoju v(x,0) = 0 (naloga 7.4). Poisc¢i funkcijo w, ki zadosca
enacbi, robnemu pogoju w(0,t) = 0 in zacetnemu pogoju w(z,0) = f(z)
(naloga 7.6). Potem je u(x,t) = v(x,t) + w(z,t) iskana resitev.

7.11. Uporabimo kosinusno transformacijo po x. Naj bo

2 o0
v(z,t) =4/ — u(zx, t) cos zx dz.
T Jo

2
vt:—z2v+\/;~22j_a2, v(z,0) =0,
2 a 2
H=1/2 — (11—t
v(z:1) \/; 22(a2—|—z2)( e,

2 oo
u(z,y) = \/;/0 v(z,t) cos zx dz.

7.12. Funkcija u opisuje spreminjanje temperature palice [0,(], ki ima na

Potem je
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temperaturi 0. Dobimo
> nTT
2 2
u(x,t) = E fnsin Te_(”m) ¢
n=1

kjer je
2 [l . nmx
fn=- [ f(z)sin — dx.
L Jo l
V primeru f(x) = Ty dobimo
2Ty
= 01— (=),
fu= 20 ()

v primeru f(x) = Toz/l je

2T,

fo="—(=1)"",

nm
v primeru f(x) = Tox(l — z)/1? pa

_ 4Th T
Fu = Gy = 1)

7.13. Z nastavkom
nwe

u(z,t) =Y Ty(t)sin -
n=1

dobimo

kjer je wy, = (%)2 in
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To(t) = I (1 - ement),

Wn
v primeru (b) pa

fn(t) = facoswt, fo,=A n( 1),

fn

2 2
wr +w

7wnt) .

To(t) =

(w sin wt 4+ wy, coswt — wpe

7.14. Po substituciji
o, t) = ul@,t) = Gz, 1), Glot) = (1= T)o(t) + Th(t)
preide enacba v
U = gy — Gy

zacetni in robni pogoji pa v
’U(l’,O) = _G($70)7 U(Oat) =0, U(lvt) =

Ce so robni in zacetni pogoji kompatibilni, je G(z,0) = 0, torej smo v situaciji
iz prej$nje naloge. V splosnem razvijemo

. nmx
G(z,t) =) gn(t)sin —

kjer je )
ga(t) = — (6(0) + (-1 (1))

Potem z nastavkom v(z,t) = ) T),(t) sin “7* dobimo

TT/L + wpThy = _g;(t)u Tn(O) = _gn(0)7

kjer je w, = (%)2 7 Laplacovo transformacijo dobimo

t
To(t) = —gn(t) + wn/ efw"(tfs)gn(s) ds,
0

[e.9]

u(mvt) = Z (gn(t) +Tn< Sln@ an/ —wn (t— 5) ) ds Sln?.

n=1
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V primeru (a) dobimo g, (t) = g, = Z2(~1)"*! in

o0
u(x,t) = Zgn (1- e_w"t) sin @,
n=1

v primeru (b) pa g,(t) = gnsinwt in

GnWn

—ant) nmx
w2 + w?

U($,t) = sin T

n=1

(wn sinwt — w coswt + we

7.15. Resitev je

> n+ Hre 7<("+%)m> t
u(x,t) = an sin (ZQ)e ! ,
n=1

kjer je
(n+ )z

2 l

7.16. S substitucijo
u(z,t) = v(z,t) + bx

preide enacba v
2
V¢ = C Ugy,

zacetni in robni pogoji pa v
v(z,0) = —bx, v(0,t) =0, wvgy(l,t)=0.
Velja

=, . (ntg)m _20l(—1)"
bw—;fnsm l , fa= (n—i—%)%r?'

Resitev novega problema je potem

(n+%)7rc> 2t

00 1
v(z,t) = — an sin (n—i—l2)7m:e—< :

n=1

Odtod sledi

(e%] 1 (n+l)7'rc 2
. (n+3)mz —(+> ¢
t) = E — | 1-
u(x,t) . 1fns1n ; e
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7.17. Dobimo

Y 1 (2t 1)?n2s (2k + )7z
t)=-—— _— 12 AL I
Uz t) =35 — 2k +1)2° o8 < l
. . . 1
Stacionarna porazdelitev temperature je u(z) = 5 .

Valovna enacba

8.1. Izracunajmo k'(t) + p/(¢) :

o0

K@) +p'(t) = / 2(ut(z, t)uge(z, t) + 2ug(x, t)ug(z,t)) doe =

o0

= 2 /Oo(ut(w,t)um(a:,t) + ug(z, t)ug(z,t)) doe =

= 2wz, )ug(x, t)|>.

Po D’Alembertu je

z+ct
) = @)+ S =t + 5o [ als) ds

za vsak fiksen ¢ ima u kompakten nosilec, zato sta u;(x, t) in u,(x, t) na zgornji
in spodnji meji enaka 0. Za drugi del najprej izracunajmo

W (1) — w2 t) = (' (2 — 1) — gla — ) (/2 +1) — gla+1).
Denimo da imata f in g nosilca v [~M, M] za nek dovolj velik M. Ce je
[t| > M je |(x —t) — (x+t)| > 2M, zato x —t in x + ¢ nista hkrati v [-M, M],
torej je (f'(x —t) —g(z —t))(f'(x +t) —g(z+1t)) =0 za [t| > M.

8.2. S Fourierovo transformacijo po x, dobimo D’Alembertovo formulo

xr4-ct
w(z, t) = %[f(m Fet)+ flo—ct) + 5 /_ a(s) ds.

V nasem primeru je f(z) = 0, g(z) = e~%*l dobimo

1 1
1) = &i " 1 alz+ct| . " 1 alz—ct| )
u(x,t) 81gn(x+c)—2 C( —e )fslgn(:vfc)—2 C( —e )

131
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8.3. Dodatno definirajmo ¢(t) = 0 za t < 0. Z Laplacovo transformacijo po ¢

dobimo
T

u(z,t) = o(t — —).

C

8.4. 7 Laplacovo transformacijo po ¢ dobimo

t_7
—T z CS
) = =ee 0= ) [T ts) ds

kjer je Xx[o,0c) karakteristicna funkcija intervala [0,00). V primeru h =

dobimo ,
—z
(&

ule,t) = —expooo(t = 7) [ " wls) ds

0

8.5. Naj bosta

B f(x), x>0, i Gl — g(z), x>0,
F(w)—{ —f(=z), <0’ Gl@) { —g(—x), =<0

lihi nadaljevanji funkcij f(x) in g(z) iz (0,00) na (—o0,c0) in

u(z,t), x>0
—u(—z,t), =<0

w%o:{

liho nadaljevanje funkcije u(z,t). Po D’Alembertovi formuli je
1 x+ct
Uz, t) = z[F(x + ct) + F(z — ct)] +/ G(s) ds.
2 CJr—ct
Odtod sledi
f(x—i—ct)—gfx ct) + 20 fx-i-ct 8 ds, 0<t< %’
(:L“ t) = (a:—l—ct) f(ct—z) + L fzv—l-ct S ds, t> % >0

8.6. Resitev je

flax+ct)+f(x—ct) r+ct x
(.1‘ t) f(x+ct)+f(ct—z) ’ 1 z:—ct f e g ct z nets ¢
fatepiletzs) o L ([t g cu+f (s) ds), t>%>0

8.7. Z Laplacovo transformacijo dobimo u(z,t) = sinz(e™! + sint — cost).
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8.8. Ce je a = 1, dobimo

1—lem(tHa) _let+a < g,
u(z,t) = 0, —r<t<uz,
1+ (x—t—1)*, t>x

Za ostale a je resitev naslednja:

ertat ae”a "t x
1= atl = 14a t< Ta
u(x,t) = 0, —o<t< g,
er—at aea ™ T
a—1 + l1-a + 1’ t= a

8.9. Dobimo

[e.e]
t l t
u(z,t) = Z [fn cos L2 4 I iy ITE ] sin mr:nv

l nmwe l l
n=1

kjer je
2 [ 2 [
fn= / f(zx) cos 2% der, gn= / g(x) sin 222 g,
L Jo l I Jo l
Resitev lahko zapiSemo tudi v D’Alembertovi obliki

u(z,t) = = (F(z+ct)+ F(z —ct)) + 1 /:H—Ct G(s) ds,

2¢c —ct

N | =

kjer funkciji F' in G dobimo tako, da funkciji f in ¢ liho nadaljujemo iz [0, ]
na [—[,[] nato pa periodi¢no s periodo 2l na celo realno os. V primeru (a)
dobimo

8h . nm
fTL_ (n'ﬂ')2 Sln?’ gTL_O7
v primeru (b) pa
2 nmh
n=0, gn=—(@1-(-1)" —
fo=0. ga= (1= (1)) eos

8.10. S substitucijo v(x,t) = u(x,t) — (1 — x)cost problem prevedemo na
Vit = a?vge + (1 — x) cost pri pogojih u(0,t) = 0,u(1,t) = 0, u(x,0) = 0
ut(x,0) = 0. S separacijo spremenljivk ne dobimo lastnih funkcij za T' (razen
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T = 0). Kljub temu pa lahko naredimo separacijo po spremenljivki x. Pisimo
v(x,t) = X (z)T'(t). Vstavimo v enacbo in dobimo kompletem sistem lastnih
funkeij po z, Xi(x) = sin kwx. Ker za vsak fiksen ¢ resitev lahko razvijemo v
Fourierovo vrsto po x, bo reSitev oblike

o0
u(z,t) = Z Ty () sin k.
1

Nastavek odvajamo, vstavimo v enac¢bo in dobimo

o0 [e.9]

D (TH () + aP(km)*Th(t)) sin kra = (1 — z) cost = Y _

1 1

2cost
sin kmx.

™

Dobimo druzino nehomogenih linearnih diferencialnih ena¢hb drugega reda s
konstantnimi koeficienti
2 cos(t)

T (t) + a® (k) Th(t) = — T(0) =0, 7'(0) = 0.

Zadnja pogoja dobimo iz zacetnih pogojev. ResSitve so

2

T) = e tora)r = D)

(cos(t) — cos(kmat)).

8.11. Lastne vrednosti in lastni vektorji Laplacovega operatorja so

An = — (?)2, vp(z) = sin @

Razvijemo nehomogeni del po lastnih vektorjih Laplacovega operatorja

00 2 l
F(z,t) =Y falt)va(z), falt) = 7 /0 F(z,t)v, () da.
n=1

Definirajmo lastne frekvence w, = A,c = “¢. Ko vstavimo v enacbo nastavek

u(z,t) =Y, Ti(t)vk(x) in primerjamo istolezne koeficiente, dobimo
T 4 2T, = full), To(0) = T4(0) =0,
S pomocjo Laplacove transformacije dobimo resitev

To(t) = 1/0 sinwn (t — ) fu(s) ds.

Wn



Valovna enacba 135

Ce je fu(t) = Cpsinwt, potem je

L) = § mo (wsinent —wnsinet) o
n\¥) = b (sin wpt — wpt cos wyt) W = Wy
V primeru (a) dobimo C,, = E (1= (=1)") A, v primeru (b) pa C;, = %(_1)n+13'

Ce nas zanimajo samo ¢leni s frekvenco w, vzamemo preprostejsi nastavek
u(z,t) = X (z)sinwt. Dobimo —w?X = c2X" + A, X(0) = X(I) = 0.

8.12. S substitucijo
u(z,t) = v(@, t) + G(z,1), G(x,t) = p(t)(1— =) + (1)~
dobimo naslednji robni problem
Vit = C2Um - Gu
v(z,0) = —G(z,0), v(z,0) = —Ge(z,0), v(0,t) =v(l,t) =0.
Nadaljujemo kot v prej$nji nalogi. Najprej izracunamo

/ Gl t)sin "7 dz = %qb( B+ 2 (— 1) ().

nm
Z nastavkom v(x,t) = > 2 | T, (t) sin F£ dobimo
T (t) + wply = —gn(t),  Tu(0) = —gn(0), T,(0) = —g,(0).
7 Laplacovo transformacijo dobimo
t
T,(t) = —gn(t) + wn/ sin (wp(t — 8)) gn(s) ds.
0
V primeru ¢(t) = 0, ¢(t) = Asinwt dobimo
2
gn(t) = gnsinwt, gn = 7(_1)%’—114-
nm
Resitev je
u(z,t) = Gz, t) + v(z,t) an sm@,
kjer je

gnWn

fa(t) = gn(t) + Ta(t) = { WanMQ

(wsinwpt — wp sinwt)  w # wy,

o (sinwpt — wptcoswyt) w = wy
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