RACUNALNISTVO

NINO BASIC

Naloga, ki se je lotevamo tukaj, je poenostavlje-
na razli¢ica naloge Measures, Ki se je pojavila na

srednjeevropski racunalniski olimpijadi leta

2022. Ta je potekala med 24. in 30. julijem v Vara-

Zdinu na Hrvaskem [1].

Na ravni dolgi cesti stoji n ljudi. Ker so razda-
lje med njimi relativno velike, lahko cesto predsta-
vimo s Stevilsko premico, ljudi na njej pa s tockami.
Naj bodo x1, xo,..., X, koordinate tock, kjer ti ljudje
stojijo. Brez Skode lahko predpostavimo, da velja
X1 < Xp < --- < Xy. Velja tudi, da so x1,x2,...,Xn
cela Stevila.

Zaradi smrtonosne pandemije je treba poskrbeti,
da razdalja med nobenima dvema osebama ne bo
manjSa kot D, pri cemer je D neko predpisano celo
Stevilo, ki ga izbere ekspertna skupina. Vsi ljudje se
hkrati odpravijo na svoje nove polozaje yi, »», ...,
Yn, tako da bo veljalo |y;-yj| = D zai # j, tj., dabo
razdalja med vsakima dvema vsaj D. Pri tem Zelimo,
da bo razdalja, ki jo prehodi tisti ¢lovek, ki prehodi
najdaljSo pot, ¢im manjSa. Razdalja, ki jo prehodi
i-ta oseba, je |x; — y;|. Drugace povedano, poloZaje

Y1,¥2,..., Yn je treba izbrati tako, da bo vrednost
max |x; — yil (1)
l<izn

¢im manjsa.

Oglejmo si preprost primer, kjer je n =5, D = 3
ter

x1=1,x2=2,x3=4, x4=6inx5 =7.
Denimo, da prva oseba ostane na svojem mestu, tj.

1 = x1 = 1. Pogoj, da bo razdalja med vsakima vsaj
D = 3, lahko doseZemo na primer z naslednjim iz-

borom kon¢nih poloZajev:
2 :4! Y3 = 7! Y4 = 111ny5 = 14.

Poglejmo, kolikSna je dolZina poti, ki jo morajo pre-
hoditi posamezne osebe:

1-11=0, 14-2|=2, [7-4[=3,
11 -6/ =5in[14-7| = 7.

NajdaljSo pot je prehodil tisti, ki je bil v zaCetnem
polozZaju xs5. Njegova pot je bila dolzine 7. To se-
veda ni najmanjSa mogoca vrednost izraza (1). Mi-
nimum znasa namre¢ 3, ustrezne koncne poloZaje
Y1,¥2,...,¥s pa za vajo poiscite sami. (V doloc¢enih
primerih lahko obstaja vec¢ razli¢nih izborov vredno-
sti ¥1,..., Yn, ki minimizirajo izraz (1).)

Program, ki resi nalogo, bomo napisali v program-
skem jeziku Python. Se preden pa se lotimo rese-
vanja, si naredimo funkcijo testni_primer(a, n),
ki bo naklju¢no zgenerirala testni primer. Pri tem je
seveda n Stevilo oseb, argument a pa omeji moZen
izbor Stevil x1, X2, ..., Xy, tako da bo veljalo |xj| < a
zavse 1 < i < n. Ker imamo opravka z nakljuc-
nimi Stevili, bomo uporabili modul random, ki je del
standardne knjiZnice jezika Python.

import random

def testni_primer(a, n):
return sorted([random.randint(-a, a)
for i in range(n)])

Ni se tezko prepricati, da med optimalnimi resi-
tvami obstaja tudi taksna, kjer veljay; < yp < --- <
vn. Denimo, da osebi, ki svojo pot za¢neta na x; in
Xi+1, koncata na y; in y;.1, kjer je v; > vir1. To
pomeni, da se nekje na svoji poti srecata. Ce bi se
dogovorili za izmenjavo svojih kon¢nih poloZajev, se
pot nobeni od njiju zaradi tega ne bi podaljSala.
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Ozna¢imo vrednost izraza (1) s T. Ce ne vemo,
kako bi poiskali optimalni T* (tj. najmanjs$i moZni
T, za katerega Se obstajajo vi,%2,...,Vn, da velja
|lyvi — yjl = D za i # j), si lahko zastavimo neko-
liko drugacno vprasSanje: Ali obstaja razporeditev, ki
uposteva pravilo distanciranja, ce predpisemo najve-
¢jo dovoljeno razdaljo T, ki jo posamezna oseba sme
prehoditi?

Na to vpraSanje pa ni tako tezko odgovoriti. Se-
veda je lahko pri optimalni reSitvi veliko ljudi, pri
katerih je prehojena razdalja manjSa od T. (Lahko
imamo tudi kak$no nepremicno osebo, ki ostane na
svojem mestu.) Seveda pa iskana reSitev ne bo nic
slabsSa, ce poleg tistega nesrecneza, ki »mora« pre-
hoditi razdaljo T, obstajajo Se drugi ljudje, ki tudi
prehodijo pot najvecje dovoljene dolZine.

Zacnimo pri osebi, ki stoji skrajno levo, tj. na po-
loZaju x1. Za y; mora veljatix; - T < y; <x1 + T.
Ni¢ ne bo narobe, Ce izberemo y; = x; — T, saj se
na tak nacin razdalja med y; in y» lahko samo po-
veca. Tistim, ki stojijo desno od prve osebe, slednja
pusti samo Se ve¢ manevrskega prostora, Ce se spre-
hodi na poloZzaj x; — T in se tako Se bolj oddalji od
preostanka skupine.

Podobno, za y, mora veljatix, - T < y» < xp+ T.
Zaradi distanciranja pa mora hkrati veljati Se y; +
D < y,;. Ker Zelimo tistim, ki so desno od druge
osebe, pustiti kar se da veliko manevrskega prostora,
se bo druga oseba sprehodila ¢im dlje proti levi.
Hkrati pa moramo paziti, da se ne pribliZa prevec
prvi osebi. Zato postavimo y, = max{x, — T,y; +
D}, da zadostimo obema pogojema. Ce pa je druga
oseba Ze preblizu prve, se bo sprehodila na desno in
sicer ravno dovolj, da bosta na medsebojni razdalji
D. Pri tem se nam lahko zgodi, da je y; +D > x>+ T.
To pa pomeni, da se druga oseba nikakor ne more
dovolj oddaljiti od prve osebe. Takoj lahko zaklju-
¢imo, da reSitev pri izbrani vrednosti T ne obstaja.

Za vse nadaljnje osebe lahko razmiSljamo na po-
doben nac¢in. Ker velja y; < y» < --- < yj, je
dovolj, ¢e pri izbiri y;;; upoStevamo le y; (ne pa
tudi kon¢nega polozaja vseh predhodnih oseb). Ce
je vi + D > x;;41 + T, reSitev ne obstaja, sicer pa po-
stavimo y;.1 = max{x;+1 — T, y; + D}.

Glede na zgornji razmislek lahko napisemo funk-
cijo preveri(x, D, T), ki kot prvi argument dobi
seznam X S polozaji vseh oseb, kot drugi in tretji
argument pa vrednosti D in T iz naloge. Funkcija
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preveri, ali sploh obstaja reSitev, kjer je prehojena
razdalja pri posamezni osebi kve¢jemu T. Ce resi-
tev ne obstaja, funkcija vrne None, sicer pa seznam
konc¢nih poloZajev.

def preveri(x, D, T):

y = [None for i in range(len(x))]
y[0] = x[0] - T
for i in range(l, len(x)):

if y[i - 1] + D > x[i] + T:

return None

y[i] = max(x[i] - T, y[i - 1] + D)

return y

Zdaj lahko preverimo, ali obstaja reSitev za na$
prvi zgled, kjer je denimo T =2 alipa T = 5.

>>> zgled_1 = [1, 2, 4, 6, 7]
>>> preveri(zgled_1, 3, 2)

None
>>> preveri(zgled_1, 3, 5)
[-4, -1, 2, 5, 8]

Naj bo T* najmanjs$i mozZen T, za katerega obstaja
reSitev. Kako pa poiS€emo T*? Ni se tezko prepri-
Cati, da Ce reSitev ni mogoca za nek T, potem tudi
ni mogoca za nobeno manjso vrednost, saj je dovo-
ljen premik posamezne osebe manjsi, tako da imajo
na voljo $e manj manevrskega prostora. Ce resitev
obstaja za neki T, potem lahko to isto reSitev upo-
rabimo za vse vecje vrednosti parametra T. To pa
pomeni, da lahko T* poiS¢emo z binarnim iskanjem.
Ce vemo, da je T, < T* < Ty, za neka T, in Tj, lahko
preverimo, ali obstaja reSitev za (T, + Typ)/2. Ce ob-
staja, potem je (T, +Tp)/2 < T* < Tp; sicer pa vemo,
dajeT, < T* < (T, + Tp)/2. Postopek ponavljamo
toliko casa, dokler je razlika med T, in T, dovolj ve-
lika.

Potrebujemo Se primerni zacetni vrednosti za T,
in Tp. Za T* velja 0 < T* < D(n — 1). V najboljSem
primeru ljudje na cesti Ze na samem zacetku stojijo
dovolj dale¢, zato se nikomur ni treba premikati (od
tod 0 < T*). V najslabSem primeru so vsi na istem
mestu, torej x; = X2 = - -+ = Xy. V tem primeru se
lahko razporedijo takole: y| = x1, y» = x2+D, y3 =
x3+2D, ..., yn = xn + (n—1)D. Najvecjo razdaljo
prehodi najbolj desna oseba, in sicer (n — 1)D (od
tod T* < D(n — 1)). Sami se prepricajte, da je to res
najbolj neugoden scenarij.
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Zdaj lahko napiSemo funkcijo distanciranje
(x, D), ki kot argumenta dobi seznam X s poloZaji
vseh oseb in vrednost D. Funkcija vrne iskano vred-
nost T*,

def distanciranje(x, D):
T_a=20
T_b=D=* (len(x) - 1)
while T_b - T_a > le-12:
Tc=(T_a+T.b) /2
if preveri(x, D, T_c):
T_b =T_c
else:
T_.a =T_c

return T_b

Zdaj pa funkcijo preizkusimo Se na naSem zace-
tnem zgledu:

>>> zgled_1 = [1, 2, 4, 6, 7]
>>> distanciranje(zgled_1, 3)
3.0

Za vajo lahko funkcijo prilagodite tako, da bo po-
leg T* vrnila Se ustrezen seznam vrednosti yi, V2,
... Yn. Preizkusite funkcijo Se na kakSnem drugem
primeru; te si lahko enostavno naredite s pomocjo
funkcije testni_primer. V uvodnem odstavku smo
zahtevali, da so vrednost xi,...,x, in D cela Ste-
vila. NaSa reSitev te predpostavke nikjer ne uporabi
in Se vedno pravilno deluje, tudi ¢e zahtevo po ce-
lostevilskosti opustimo. Testni seznami, ki jih nare-
dimo s pomoc¢jo funkcije testni_primer, pa vsebu-
jejo samo celo Stevila. Kaj pri tem opazite? Je reSitev
T* vedno celo Stevilo? Ali to ni nujno res?

Povejmo Se nekaj besed o ¢asovni zahtevnosti re-
Sitve. Funkcija preveri ima zanko for, ki naredi
O(n) iteracij, vse operacije pa so elementarne, to-
rej je casovna zahtevnost te funkcije O(n). Funk-
cija distanciranje klice funkcijo preveri v svoji
zanki while. Koliko klicev naredimo? Zacetni inter-
val pri binarnem iskanju je [T, Tp] = [0,D(n — 1)].
Tega razpolavljamo toliko ¢asa, dokler ne pridemo
do T, — T, < 10~'2, Torej naredimo O (log,(nD)) ite-
racij. Casovna zahtevnost funkcije distanciranje
je zatorej O (nlog, (nD)).

V drugem delu prispevka bomo reSitev Se izbolj-
Sali. Nato si bomo ogledali Se nekoliko zahtevnejSo
razli¢ico naloge, pri kateri lahko na cesto dodamo Se

dodatnih M oseb, po vsakem dodajanju pa moramo
izpisati T*. Vso izvorno kodo iz pricujocega clanka
lahko najdete na GitHub repozitoriju [2].

Central European Olympiad in Informatics
(CEOI 2022), Varazdin, Hrvaska, 24.-30. julij
2022, Naloge z reSitvami, dostopno na https:
//ceoi.hsin.hr/competition/, ogled 11. 10.

2022.
N. BaSi¢, Distanciranje (GitHub), dosto-
pno na https://github.com/nbasic/

presek-distanciranje, ogled 11. 10. 2022.

Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s
Stevkami od 1 do 9 tako, da bo vsota Stevk v za-
porednih belih kvadratkih po vrsticah in po stolpcih
enaka Stevilu, ki je zapisano v sivem kvadratku na
zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem
morajo biti vse Stevke v posamezni vrstici (stolpcu)
razli¢ne.
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