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MnoZica B elementov x, ¥y, %z, ... je Banachova algebra

( ;},;25,.5}), e ima naslednje lastnosti:

a) B je algebra ned obsegom kompleksnih 3tevil
b) B je Banachov prostor

¢) za vsaka dva elementa x, y €B velja .xyt & xiiyl

Zahteva a) pomeni, da je v Banachovi algebri defini-
rano seftevanje elementov, mnoZenje elementov in skalarno
mnozenje (mnoZenje kompleksnih Stevil z elementi). Ako o-
znalimo s 8érko Z mnoZico kompleksnih 3tevil, je torej pri
X, Yy“B,X¢Z vedno tudi x + ¥y ¢B, Xy €¢B, &«x ¢ B. Operaciji
seStevanja in mnoZenja s skalarji imata vse lastnosti kot
v linearnem vektorskem prostoru. MnoZenje je asociativno
in distributivno, mnoZenje in skalarno mnoZenje pa zamen-

1jivo. Za vsak x, y, 2 B 1in za vsak “ «Z velja tore]

(xy)z = x(yz), (x + ¥)z = X2 + yz
(y + 2)x = yx + zx, x(oy) = a(xy)

Po zahtevi b) je v Banachovi algebri definirana norma,
to je funkcija, ki prireja vsakemu elementu x B nenega-

tivno Stevilo ixi T» O tako, da je

ixll = 0 le za x =@

Hx + yil

LEAN

dx, + Uyl X, Y¢B

hAxy o= ixiiixi X€B, X€Z



Nadalje sledi iz zahteve b), da je vsako Cauchyjevo zapo-
redje elementov iz Banachove algebre konvergentno. Prav ta-
ko so zaradi b) in ¢) vse v Banachovi algebri definirane o-
peracije zvezne.

e vaahnin Panachova algebra enoto, to je takSen ele-
ment 1 B, da je x1 = 1x =za vsak x ¢B. zahtevamo poleg a),

b), c) tudi

d) ¥11 =4

VEasih je v Banachovi algebri definirana Se operacija,
ki prireja vsakemu elementu X ¢B neki element x* ¢B in

ima lastnosti

g”) x* = x
b’) (xx +Ay) = xx* + Ay X, y €B; x,1 € 3

¢’) (xy) = y'x*

To operacijo imenujemo involucija, Banachovo algebro, ki
ima definirano involueclijo, pa involutivna Banachova algebra;
oznadevali jo bomo z znakom B”. Ako izpolnjuje vsak element

involutivne Banachove algebre pogoj

a’) mx*xll = ﬁﬂ!g

pravimo, da je Banachova algebra popolnoma regularna oz. da

ima popolnoma regularno involucijo. Popolnoma regularno Ba-
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nachovo algebro zapisujemo 2z znakom (B™).

VaZen primer popolnoma regularne Banachove algebre z
enoto je mnoZica (C*) omejenih linearnih operatorjev v Hil-
bertovem prostoru. Poleg Studija tega konkretnega primera
Banachove algebre ( {4}, {5 ) se je v zadnjih dvajsetih letih
mo¢no razmahnilo raziskovanje abstraktnih Banachovih alge-
ber. DoseZeni rezultati sestavljajo celo teorijo, ki je bi-
la & pridom uporabljena v raznih podroljih analize., Naj od
pomembnejSih rezultatov omenimo nekatere, ki se ticejo re-
prezentacije oz. realizacije Banachovih algeber.

L. 1941 je I.M. Gelfand dokazal ( [6] ), da je vsaka ¥n-
mutativna Banachova algebra B z enoto homomorfna neki alge-
bri zveznih kompleksnih funkcij na kompaktnem prostoru.Je-
dro tega homomorfizma je radikal algebre B. V posebnem pri-
meru, ko je v radikalu algebre B le element &, je torej al-
gebra B izomorfna neki algebri zveznih komplekénih funk._
na kompaktnem prostoru. Ce komutativna Banachova algebra
nima enote, je homomorfna neki algebri zveznih kompleksnih
funkcij, ki so definirane na lokalno kompaktnem frostoru in
enake O v tolki neskonéno ( 2 ).

Za komutativne popolnoma regularne Banachove algehvg ¢o
izsledki Se zanimivejSi. Vsaka komutativna popolnoma regu-
larna Banachova algebra (B”) z enoto je namred izometriéno
izomorfna algebri vseh gveznih kompleksnih funkeij, ki ima-
jo za definicijsko obmolje prostor vseh maksimalnih idealov
algebre (B") ( ! ). Komutativna Banachova algebra, ki ne vse-

buje enote, a2 je popolnoma regularna, pa je izometricno-



izomorfna algebri vseh tistih zveznih kompleksnih funkeij
x{t) na nekem lokalno kompaktnem prostoru T, ki ustrezajo
pogoju lim x(t) = 0 za t-»ee (& ).

Za teorijo nekomutativnih Banachovih algeber je poseb-
no vazno Celfandovo in Neumarkovo odkritje, kako se da re-
prezentirati nekomutativna popolnoma regularna Banachova al-
gebra. Po 7 in [§ je vsaka popolnoma regularna Banachova
algebra (B*) izometriéno-izomorfna neki algebri (C”) omeje-
nib linearnih operatorjev v Hilbertovem prostoru. Vsakemu e-
lementu x ¢ (B*) pripada torej neki operator Ax (o L
(C*) imamo s prehodom od operatorja na adjungirani operator
Ze definirano involucijo. Preslikava x-aﬂx pa je taksSen
izomorfizem, da involuciji iz (B”™) ustreza v (C*) ravno pre-
hod od operatorje na adjungirani operator: tako da iz X~2A,,
x£~»Ax‘ sledi (Ax)' = Ayy . Zaradi izometricénosti presli-
kave x—»A_ je nadalje I = H.kxt}. Glede topolodkih in al-
gebrajskih lastnosti torej ni nobene razlike med to konkre-
tno algebro (C") in abstraktno Banachovo algebro (B*). V
tem smislu je torej popolna regularnost znacilna lastnost
algebre omejenih linearnih operatorjev Hilbertovega prostora,

Je pa Se neka drugafna znacilnost, ki dovoljuje v dani
Banachovi algebri razpoznati algebro omejenih linearnih ope-
ratorjev nekega Hilbertovega prostora. 0dkril jo je prof.dr.
I. Vidav, ko je dokazal [9], da je Banachova algebra B z eno-

to popolnoma regularna, ce izpolnjuje B naslednje pogoje:

a’’) Vsak element x B je moZno vsaji na en nadin



izraziti v obliki x = h + ig, pri Cemer je h, g« H, H<B in
1% = -1,

b”“) Ako spada h v mnoZico H in je §{ realno Stevilo,
velja i1 + ight £ 1 + o(f) za ¢-»0.

c’’) Za veak h ¢H obstaja takSna razcepitev elementa

h2 =u+ iv, u, veH, da je uv = vu.

Pri izpolnjenih pogojih a”’), b""), ¢””) je namrel za
veak x#B izrafava x = h + ig, h, g €¢H, enoli¢na. Potem
pa pripada vsakemu elementu xe¢B en sam clement x” =
= h - ig ¢eB in izkaZe se, da ima tako definirana operacija
* lastnosti involucije a’), b“), ¢’). K normi .y, ki je
od zadetka dana v B, eksistira taksSna ekvivalentna normes,za
katero velja tudi d°) pri vsakem x ¢B., Ce tedaj v algebri
B preidemo na to ekvivalentno normo, je algebra B popolnoma
regularna, saj izpolnjuje pogoje a’), b)), ¢”), d47).0d tod
sledi z upoStevanjem Ze omenjenega izreka o reprezentaciji
popolnoma regularne Banachove algebre: vsaka Banachova al-
gebra B z lastnostmi a””), b”7), ¢”’) ima k dani normi ekvi-
valentno normo, v kateri je algebra B izometricno-izomorfna
neki algebri omejenih linearnih operatorjev v Hilbertovem
prostoru.

Lastnosti a”’), ”7), ¢””) so zadostne za obstoj po-
polnoma regularne involucije v Banachovi algebri z enoto.E-
nota nastopa pri formulaciji pogoja b” "), uporabljena je pa
tudi pri dokazovanju v 9} . V tej zvezi mi je prof. dr. I.

Vidav dal naslednjo nalogo: postaviti k sistemu a””), B°7),



= B

¢c’’) analogen sistem brez sklicevanja na enoto. Iskani si-
stem naj bo torej skupek zadostnih lastnosti za obsto]j po-
polnoma regularne involucije v Banachovi algebri, ki bodisi
enote nima, bodisi ni znano, ali enoto ima ali je nima.

V nadaljnjem bomo resevali problem za Banachovo algecbro
brez enote. Zanjo bomo poiskali sistem lastnosti, ki zago-
tavlja obstoj popolnoma regularme involueije, v taki obliki,
da bo v primeru Banachove algebre z enoto vseboval pogoje
a’’), b°7), ¢“”). TakSen sistem lastnosti omogola vpeljati
popolnoma regularno involucije tudi v tistih Banachovih al-
gebrah, za katere se ne ve, kako je z enoto: Ce imajo enoto,
je to moZno zaradi izpolnjenih pogojev a””), b""), ¢”"); &e
enote nimajo, pa tudi, saj izpolnjujejo pogoje, ki se v Ba-

nachovi algebri brez ehote v ta namen zadostni.
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Naj pomeni v tem rezdelku B Banachovo algebro brez e-
note. Podobno kot v 5, 710 hodemo najprej opredeliti po-
jem sebi adjungiranega clemcnta v B in izpeljati nekaj last-
nosti taksnih elementov. V sledeci definiciji pomeni £ re-
alno S$tevilo, i imaginarno enoto 52 -1, o(%) pa tak3no

funkeijo spremenljivke §{ , da je lim o({)/y =0 pri{---0.

Definicija. Element u €B imenujemo sebi adjungiran,

ako izpolnjuje pogoj
ix o+ difuxi < I'=mb o+ o(}) (1)

za vsak x ¢B pri §{ -> O. MnoZico vseh sebi adjungiranih
elementov iz B bomo oznacevali s H.

Tunkcija o(}) Jje v sploSnem za vsak element x dru-
gacna.

Pripomnimo Se, da iz (1) takoj sledi :x + ijux|| =

= lixli + o(§) za t-»0. Iz
bx + (1/2)(§,+ {uxt] S (1/2)(4x + 1 fuxii + ix + 1§ ux])

se namreé vidi, da je norma |ix + ijuxi! pri fiksnih x in u
konveksna funkcija parametra §. Zeto ima v vsaki tolki desni
in levi odvod ( 111}, str. 63). Naj bo v todki §= O vrednost

<

desnega odvoda D in vrednost levega odvoda I, Za vrednosti ;



v okolici Stevila O velja tedaj

l'x + ifuxj = ixii + D§ + o(é):; x|+ o(g), 20

Hx + ifuxif = txjy + L+ o(}) < {ixj[ + o(§), § =0
Ker sta te dve neenadbi izpolnjeni, mora biti D <=0, L = 0,

Za vsak majhen pozitiven E imamo nadalje

il o= pxo+ 1 -Puxfl < (1/2)ix + dguxy + (1/2)!x - dpux) =
= (1/2) =} + (1/2)D§ + (1/2)ux| + (1/2)L(-§) + o(%)

ali 0 <D - L + o(i)/}. To je pa protislovje, kakor hitro
ni D=1 = 0.

OCitno spada element & védno v H, Lahko se zgodi, da je
to tudi edini sebi adjungirani element. Vzemimo mnoZico M
vseh'funkcij x(;) kompleksne spremenljivke §{, ki so anali-
ti¢ne v notranjosti in zvezne na robu enotnega kroga ter e-
nake O pri §= 0. Vsota in produkt dveh funkeij iz M je
spet neka funkcija, ki spada v M; prav tako je v M vsak pro-
dukt ox(§), «€Z, x(§)€ M. Od konstant je v I vsebovana e-
dino funkcija , x(§) = 0, saj ima vsaka druga konstanta pri
§ =0 od ni¢ razlicno vrednost. Torej je I brez enote.Ce vpe-
1ljemo normo na nalin ix(§) = n:ﬁ;f 1x(§) , je M v tej normi
Banachova algebra brez enote. Da so izpolnjene vse zahteve 2za
normo, se takoj vidi. Polnost pa sledi iz dejstva, da je vsa-
ko Cauchyjevo zaporedje funkcij iz M enakomerno konvergentno;

limitna funkcija takega zaporedja je zaradl tega analiticéna
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z obmodjem regularnosti |§1<C1 in ima oitno pri § =0
vrednost O. Pozneje bomo &isto splodno ugotovili (stavek 2),
da imajo vesi elementi iz H realen spekter. Uporabimo to last-
nost v zdajsnjem primeru! V spekter funkcije =x(§) €M spada
poleg O vsako Stevilo A & 0, za katero ni v M tak$ne funkci-
je y(3), da bi bilo =x(§) + Ay(s) - x(§)y(%5) = 0. Ker je
y(£) = x($)/(x(%) - X), so torej v spektru funkcije x(%)
ravno vse njene funkcijske vrednosti. V H pa spadajo potenm
tiste funkecije iz M, ki zavzamejo le realne vrednosti. Toda
v mnozici M je edina taksna funkeija x(§) = 0.

Take primere hodemo v nadaljnjem izkljuéiti z zahtevo:
B naj bo taksna algebra, da mnoZica H ne vsebuje le element
6. Da nismo zahtevali kaj nemogoclega, kazZe med drugim zgled
kompaktnih operatorjev v prostoru 12. Skupnost vseh teh ope-
ratorjev B(12) tvori Banachovo algebro brez enote. MnoZica H,
kakor jo doloca pogoj (1), je pa identicna z mnoZico hermi .-
skih kompaktnih operatorjev.

Ugotovimo najprej, da spada vsak hermitski kompaktni o-
perator u = u® v Hi Oznalimo s &rko x poljuben kompakten
operator x GB(12) in 8 ¢rko a poljuben vektor iz prc...

12. Potem je za realen §—0

lix + ifuxj = supixa + ijuxeg| =
WAk 1
= sup it i % 11/2 _
= sup {(xa,xa) + it(uxa,xa) - 1§(xa, uxa) + g(uxa,uxa)i %
il 4
- ') =
= sup [(xa,xa) + g‘(uxa,uxa)Jl/“ = supl'lt:cell2 + }”!!uxang e
i t + -I

!px];-.—.\." R



P T

_1/2
<lxi? 4 g‘aimlziimiizj o x|l + o(§)

Vsak hermitski kompaktni operator torej res ustreza pogoju
(1). Videti je treba Se, da je z hermitskimi operatorji iz-
drpana vsa mnoZica H. To gotovo drzi, de je moZno k vsakemu
kompaktnemu operatorju u eB(lz), ki ni hermitski, najti
takSen kompakten operator =x eB(lej, da pogoj (1) ni izpolnjen.
Naj bo u eB(12) kakSen nehermitski kompakten operatof.
Potem se da zapisati na natin u = r + is, kjer sta r in s
hermitska kompaktna operatorja. Tudi operator x + iguxeB(le)

in njegova norma se glasi

IIx + :Lf;uxn = lix + if(r + is)x" = jlx - §gx s igl‘xﬂ s

= suplixa - ésxa + ifrxaj| = supfﬁxa,xa) - 2§{(sxa,xa) +
P = 4 ”31

+ gﬁrxa,rxa) + (sxa,sxa) + i(sxa,rxa) - i(rxa,sxa» }1/2

7a g-—».o dobimo od tod

lix + ifux|l = sup{?xa,za) - 2§(sxa,xa)11/2 + o(§) (2)

o= 4

Kakor vsak linearni operator v 1, ( 2] ,str.504) se tudi o-

peratorja r in s izrazZata z matrikami

.‘-'I‘ll I‘12 I‘13 L ¢:
; )

]
n

i
§r31 r32 r33 .b.i
! !

\
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‘_:"3'11 12 S13 04
;331 #30 B33 "'i
\ |

las s souoveos TR

Cleni Tiys Tps +e+s 877s B1ps +ss 50 kompleksna Stevila.Pri
tem je ry, = 3&1 in 8, = Eki’ ker sta operatorja r in s
hermitska.Nadalje je s £ O, saj operator u ni hermitski.

#) Vzemimo, da je v matriki s kak diagonalni &len raz-

liden od 0, n,pr. 8 ¥ O Matrika

fO Rea M ...\

'« R L Lo X =4 0 v yseh drugih
O L O LA |

{1 prim=n = k

a}
[}

Lprimerih
]

\.....--..-.{"

predstavlja kompakten operator v 12. Operatorju sx ustreza
matrika, ki jo dobimo, Ce v s ohranimo k-ti stolpec, vse dru-

ge Clene pa postavimo enake O

:O vee 0 873 0 .0

|
1;0 .--082k00¢a

sX = -
\0 C A Osjko . o 8

-h'—"‘-ﬁ.--_-c-l-.-.-‘.-'

® 8 0 & B 0O TN L OO0 e
5 r
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Nadalje velja za poljuben vektor a€-12

a = (al,az,a3,....ak....)

Xa = (O, O, O, e ey ak| 0 ..o)
sxa = (838, Spp@ye 83y, o)
(xa,xa) = akak

(sxa,xa) = 81k 8B

UpoStevajmo te izraze v (2). Dobimo ix +‘i§uxﬂ =
=1 - Eskk + ... Ker je uxj =1 in s, # 0, pogoj (1)
res ni izpolnjen.

A) Oglejmo si zdaj primer, ko ima operatorju s ustreza-
joda matrika na glavni diagonali same nicle, a je v njej
veaj en ¢len z od O razlifno realno komponento. Recimo, da
je to &len Sy Tedaj je Sy * By = Sy + Ejk realno Ste-
vilo in ne 0.Vzemimo operator x, kakor ga dolofa matrika,ki
ima v preseciscih j-tega in k-tega stolpca z j~to in k-to
vrstico &lene enake 1, povsod drugje pa same nicle

0 weeo QO sve O s

O 'R l .o l PR :1 ae je: m=n=j;m=k’n=j;

|
\
ﬂ..l...lﬁlﬂlil'lli
\

0O ... 0 ... O ... ' m=j,n=k;m=n=k;
!
X = e cooopE e R R szl={
0 nlOl..Ol'. i
10 ... 1 ... 1 .,.] .0 v vseh drugih primerih
0
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Iz same definicije se vidi, da jJe operator x kompakten.Ope-
rator sx se zdaj izraZa z matriko, katere k-ti in j-ti stol-
pec sta vsoti k-tega in j-tega stolpca matrike s, vsi drugi

¢leni pa so enaki O.

O vew O Slj + 89y 0 wee O Slj + 89y (¢ jp—

|

!O ol0032j+82k0 ...052j+82k0 cul‘
0 s 0 +eu

sX

{0 ... 08

33 + Sjk 0 zas 33 + S3k

Ze. poljuben vektor a &12 je potem

a = (al,ag,aB,.....,aj,.....,ak,...)

xa = (o,o,o,,....,o,aj+ak,o,.....,o,aj+ak,o,...)

sxa = (slj + 8y S2j + SZK"")(aj + ak)

(xa,xa) = 2(aj + ak)(gj + )

(sxa,xa) = (Sjk + skj)(aj + ak)(Ej + Ek)
Z upoStevanjem teh izrazov v (2) dobimo |jx + ifuxﬁ =
=2 - (sjk + skj)§ + ... Ker je zdaj |ixlf = 2 in 8 ktByy * 0,
noben kompakten operator te vrste ni sebi adjungiran.

}) Preostane Se primer, ko ima operatorju s ustrezajocla
matrika na glavni diagonali same niCle, od preostalih clenov
pa nobeden nima od O razlicne realne komponente, V matriki so
torej poleg Elenov z vrednostjo O samo Se ¢leni, ki jih pred-
stavljajo &isto imaginarna Stevila. Ker s # 0, je neki Clen

n.pr. Bjk # 0.
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Matrika

{0 soe O o0 0 .n.l

® 8 & & 8 5 8 0 ° v e 8OO B ER

o RPN R LN T {i pri: m=n=j; m=j, n=k;
X = 0 e @ R0 e Xy ™ 1l pri: m=k, n=j; m=n=k;
O ene X agedraad O v vseh drugih primerih

O wes W ninis 0 e

predstavlja kompakéemr-operator. Operator sx je tvorjen po-
dobno kot v primeru f): v j-tem in k-tem stolpcu stoje vso-
te k-tega in z i pomnoZenega j-tega stolpca matrike s, vsi

ostali €leni so enaki 0.

0 . 0 0 islj + Blk 0 L N 0 islj + Slk 0 L I )
B sase D 1523 + 8oy U sun. 0 iszj + Sox D e

8x = A "
o P 153j + SBk 0 e 1333 - 83k 0 ...'

Za poljuben vektor a.(-l2 velja

a = ( 81 8ps 83y cay Bye ey By ave)

2= (0, 0, 0, iz O3 iay + iay, 0,..., O, a; + ay, 0,%..)
sxa = (ialj + 8qye 1323 + Sops ...)(a'j + a)

(xa, xa) = 2(aj + ak)('é'j + Ek)

(sxa, xa) = --2:‘uat._]k(.'sn'j + ak)(Ej + &)
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Izraz (2) se torej zdaj glasi [|x + iguﬁj =2 + 21§ajk +
+ oo+ in zaradi |xf] = 2, 85 ¥ 0, spet ne drzi pogoj (1).

Ker pripada vsakemu kompaktnemu nehermitskemu operator-
ju v 1, matrika ene od oblik obravnavanih v &), ), Do
noben tak3en operator ni sebi adjungiran. Torej se v Bana-
chovi algebri kompaktnih operatorjev prostora 12 mnozica H

ujema z mnozico hermitskih kompaktnih operatorjev.

Ugotovimo zdaj nekaj lastnosti za elemente iz mnoZice H,

Stavek 1. Ce je ueH in g realno Stevilo, je
neldUxy = g za veak xeB.

Dokaz. Element ezux, $ €2, je definiran z vreto
fu_ _ 1 2 3 3
e x =x + $fux + (§/2)ux + (£/3)u’x + ... £3)

Ker je ta vrsta za vsak § , u in x absolutno konvergentna
in je algebra B polna, je res eiux €B. Ce je tudi ‘iez, je

e( §4+§)ux = e(§+ 'S'a)ux ¢B.

iz istega razloga e Lueiux €B in
V absolutno konvergentnih vrstah pa smemo €lene pisati v po-

ljubnem redu, tako da velja

el hrduy _ o fa duy _ Su Sy

Pri fiksnih elementih u in x je Y(ﬁ) = logﬁei%uxu neka

funkcija realne spremeljivke ;. Iz pogoja (1) sledi, da je
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funkcija 4 (%) odvedljiva za vsak § . Ako je namreé 7% re-

alno Stevilo in piSemo eisux =y, Je

tfr(g) = 1im(l/s?)[xr(§+y) - ¢f,(£)] = lim(1/ 7% ){1og||ei(§+”“x|| "
h—a : 90

1og|lei!uxll ]: 1im(1/‘q)[log ||ei’7u.ei§“:q| 2 103“91!1111,]

‘}—)ﬂ

1im(1/%) [log]gei’?um - lozzlml] = ’f’linz(lf?;)[1°8|I3’+1’}“3'||:"

7=30

- 1ogm] = lim(1/%) {log[m + o()/ I + ees = 1og|;31|] = 0

70 .
Funkcija ¢(f) je torej konstanta. Zaradi ¢(0) = logix],Jje
potem neiguﬂl = {Ix|| . Za poljubno kompleksno Stevilo § = §+
+ 1%, kjer sta §, » realna, je tedaj "eiuxﬂ = “e(f‘fi’ﬂuxﬂ:_.
= et o8 = el

Stavek 2. a) Ako je ue€¢H in & realno Stevilo,je aueH.
b) Obenem z u, v €H je tudi u + veéH ter i(uv - vu) €H.
¢c)Ce v algebri B ni taksnih elementov x # ©,da bi bilo xy = ©
za vsak y €B, jepri u, véH u+iv=06 leza u=v-=20,
d) MnozZica H je zaprta v B.

e) Spekter vsakega elementa u €H je realen.

Dokaz.

a) Ker iz §-0 sledi «f0 in je «§ realno

Stevilo, je
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ix + ig(auw)xll = fIx + i(a§lux)i = M+ o(=*§) = |xf + o(§)

To dokazuje trditev a).

ifu-eiivx"=

= nelzvxu = IIx} . Vrednost na levi strani pa lahko izrazimo

b) Po stavku 1 je pri u, veH lle
Se drugace. Po definiciji vrste (3) je namred

eiivx =x + 1fvx - ( ;’/21) vex - (i §3/3!) vjx + ...

ei;u.eiivx = eiévx + i}ueisvx - ( E’/E!)ueeiivx + se0 =

(x + ifvx - ( g"/E!)vzx = eee) + ifulx + ifvx ~ ( f1/2!)v2x -

) = (B 20000 = x + 1w+ vIx + (..0)
Za §- 0 velja torej
”eigu.eiivql = lx + i%(u + v)xit + O(i‘)

Ce upodtevamo, da ima leva stran vrednost X} , kakor smo Ze
zgoraj ugotovili, dobimo zaradi lim O( §’)/§ = 0,
§—0

Ix + ii(u + v)x|| = Ix|| + o(f)

ali u + v €H. Po stavku 1 je nadalje pri u, veH

“eiiueifve-—ifue—ifvxu = “eifve—ifue-ifvm _

-ifv

e tfug-idvy, e Hvy o)

w0 i
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Enako dobimo
“eigveiiue—ifve-ifux“ ——

PQ drugi strani pa je
e"ig"x =X - igvx - ( g"/ZE) v2x - e
o~ ¥ ugmifvy o o if(u + v)x - (;‘/2!)(112 +2uv + Vo)X - ...
eiive-iiue-ifvx = x - ifux - (Z"/Z!)(ue + 2uv - 2vu)X - ...
ettu ity -ibu-ifv, _ o _ zz(uv - vu)x + 53(...)
Prav podobno najdemo

eiéveﬁue—iive—ifux =X + §1(uv - vu)x + f(...)

Ako v zadnjih dveh enadbah upoStevamo, da je norma elementov

na levi strani enaka |(ixjl, dobimo za §——70

}

i+ 0C )
il + 0( )

x -~ El(uv - vu)xjl

X+ ;‘(uv - vu)xi

Za vsako realno Stevilo E—r 0 Jje torej |x + f(uv - vu)xl| =

= || + o(§) ali i(uv - vu) €H.

¢) Funkeija f£(§) = efux, §= §+ i, f,y realni
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Stevili, je definirana z vrsto (3) in prireja vsakemu Stevi-
lu (€2 pri fiksnih ue€eH in x €B neki element iz B.Ker

je u + iv = &, dobimo po stavku 1

we(m = sty = e 8+ )y, llefu-ei”uxll = “e—izv.eiyux"___

9 =

:ne
Funkcija f£(§) je torej v vsej kompleksni ravnini omejena.Po
posploSenem Liouvillovem izreku ( ]3] ,str.100) mora tedaj bi-
ti konstanta. Ker je pa f(0) = x, je £(§) = x. 0d tod sledi,
da je ux = © =za vsak x € B. Po predpostavki je to mozZno le,

ako je u = 6. Potem je pa tudi v = &,

d) Naj bo a stekali5Ce mnoZice H. Za vsako Stevilo
£>0 je tedaj moZno najti pri fiksnem x ¢B tak element u
iz H, da je lu; - all < €/Ix|. Ker je pa za vse dovolj maj-

hne pozitivne E

1]

Hx + igu, xij izt + o(§) < l=xll + 1o(E)] <= =l + ¢§

N

lix - i’g'ugxyl )| + o(§) = x|l - lo(§) > =l - €%

velja

lix + ifaxn = Ix + iguixﬂ + gi;uE - all lxlf <ix|) + 2 if

- ifaxll 2 I - ifuxl - flu, - il >l - 2§
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To pomeni, da je |ix + ifaxl] = Ixll + o(§) pri §— 0. Ker
lahko tak3no oceno izpeljemo za vsak x iz B, je element a v

mnozici H.

e) Spekter clementa u €H 1leZi na kompleksni ravni-

ni v notranjosti kroga & sredisem v O in s polmerom |+ €,
¢ > 0. Vzemimo, da je v spektru kompleksno Stevilo «+ if,
z realno komponento &« in z imaginarno komponento {3# 0.Te~

daj je ﬁaﬂ-ﬁ; < Il . Naj pomeni n celo Stevilo. Funkecija

S L e S

einfg je povsod v konénem regularna in zavzame pri §=0

inu

vrednost O. Element e u je neki element v B z normo

“einuu" = |l . V njegov spekter spada po izreku o preslikavi

spektra ( 3] ,str.693) Stevilo ein(d+if’~)( &+ if) in mora

torej biti

-]l. 1‘eil'1( o + lﬁ)( i & i{s)l ” e-—n‘d \p‘“t+r'31=<"einudl = “u"

I
b Pri primernem celem Stevilu n, ki je Se na razpolago,je pa
|

-nfs V&ﬂqf‘ :>|mn, kar je v protislovju s prejsSnjo

4 gotovo e
| neenalbo. Mora tedaj biti (b= O.

Iz. lastnosti a), b), d) stavka 2 Se sledi, da tvori
mnozica H realen Banachov prostor.

V 2c) smo zshtevali, da v algebri B naj ne bo nobenega
elementa x % ©, za katerega bi bil produkt xy = & 2za vse
y €B. Navedimo preprost zgled algebre, ki nima te lastnosti.

Naj bosta a, b fiksna linearno neodvisna elementa. Vrednosti

njunih produktov definiramo z multiplikacijsko tabelo
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‘a b
1

a la Db

b 'a b

V mnoZici M vseh elementov oblike =a + (b, &, [d €Z,ge~
Stevajmo in mnoZzimo elemente v skladu z zgornjim predpisom

na sicer obidajen nadin. Ce je torej I ') €z, je

(da + Ab) + (ga +db) = (a+F)a + (A+ )b

(xa + fAb)(fa +4db) = (ay +{3r)a + (uf+ﬁ{)b =(a + ).
(fa + {b)

Ako Se postavimo |oa + fAH| = |of + | , se hitro vidi,da

je mnoZica M Banachova algebra brez enote. Ce je namred

{xn} = {dna + ﬂnbi Cauchyjevo zaporedje elementov iz M, je

za veak ¢> 0 pri vseh dovolj velikih indeksih n,m

*, - %l + 1B, - A, <€ in torej eksistirata limo =o ,

mey oo

limfd, = f3,- Potem pa velja &a +Bb—soa+pb in

X a + ﬂobeM. Oditno je tudi, da je x = ja edini elemcni
iz M, za katerega je xa = ax. Ge bi torej bila v M enota,bi
moral biti to element Jya, }+ 0. Ta moZnost je pa takoj o-
vriena, ker b ni enak a in je )ba = 7Ja.

Za A€z, X3 0, je Ma-b)e€M in Aa - b) % 6.
Nadalje je pa AMa - b)(ota + fBAb) = A aa - xa + fib - pb)=6

za vsak element oa + Abel. Ker je

Ix + ifuxff = yya + &b + if(aa + Ab)(Fa + Iv)| =
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= lja + db + i§(a + B)(Fa +dv) = (|X|+|S|)|1 + i§(u¢+{5)|

so sebi adjungirani tisti elementi, pri katerih je o+
realno Stevilo. Zato je 1i(a - b)&H, i(a - b) #6, -a + b ¥ ©
in i(a - b) + i(-a + b) = Q.

Stavek 3. Ce je Banachova algebra B tak3na, da za no-
ben element x #+ 0 ni xy = 6 za vee y €B in je (X ,% ),
A\ <% , najmanj3i interval realne osi, na katerem lezi |
spekter elementa u €¢H, cksistirata tak3ni Stevili L <),
K > %, da je za vsak gzo

sup ﬂeguxll = GK; in sup ue'suxﬂ = e“Li

Supremum je pri tem miSljen glede na vse elemente xX€B 2z

normo Ixj = 1.

Dokaz. Za vsak u €H, x€B 2z normo || =1 in
§ 20 je egux element iz B in mu zato pripada kot norma
neko nenegativno $tevilo. Ce sta u in § fiksna, x pa prete-
e veo kroglo Ixf = 1 iz B, opisde efux neko mnozico ele-
mentov iz B, katerih norme tvorijo neko mnoZico nenegativnih

[ ; .
im je ta mnozica navzre~

Stevil. Zaradi ocene ! x| < e
omejena in ji torej pripada konéna natanéna zgornja meja

sup |}e;uxll. Tako je pri izbranem u €H definirana za ggo
kongna realna funkcija f£(§) = sup||e§ux|l. Vsakemu u éH pri-

pada neka funkcija f£(§).
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Iz same definicije se vidi, da funkcija f£(§) ni ni-
kdar negativna. Pa tudi vrednostt O pri nobenem kondnem g ne
gavzame. Iz 1 = He_iueguxﬂ g;lbiQﬂlgfm* sledi namred za
vsak konden § neenaba 0 << e"iwm’-gg £(§).
Naj bo e?ux/"e’uxu =y in 7 nenegativno realno Ste-
vilo. Potem je |y} = 1 in
lel 2T Mgy = ety e TUxy
ter naprej
supflet ¥+ 70U = sup( ety e M) < supteiVyjsupte Vx|
Funkeija f£(%) ustreza torej pri §, %) = O pogoju

£(f+9) = £(§).£(9) (4)

Ker je povsod f(§) > 0, je funkcija g(}) = log £(%§)

vedno realna, kondéna in zaradi (4) subaditivna. Zato obstaja

( p}, str.244)

lim g(§)/¢ = inf g(§)/f = K (5)

> >0

Videli smo Ze, da je e '™ < £(§) < ef™ 04 tod sledi
- < K < mp. Iz (5) pa se dobi g(§) > K§ ali

£ () > o5 (6)
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Za 1zpeljavo nasprotne ocene si oglejmo funkcijo F(y) =
- ¢ "
= e ng’ux, t= i+ 19, (5,7 realni 3$tevili), ue€H, x €¢B,
It = 1. Z njo je pri danih elementih u in x prirejen vsake-

mu kompleksnemu Stevilu § neki element iz algebre B z normo

HEC§N = ]ge'ngiux” = e( X+ o )l oy

Ce je § 8isto imaginarno ¥tevilo, je

Iz (5) sklepamo nadalje, da je moZno za vsako Etcviln

w >0 najti tekSen { >0, da je pri vseh §> {_

(K -«)f < £(f) c:e(K w4} § (9)

Naj bo zdaj predpisan poljuben &>0. Potem je Se vedno mo-
gode izbrati w>0 tako, da je &> >0. Element F(§)e S

je v B. Za njegovo normo velja po (9) za vse ¢ >%, |

c;:e-(K*'t')ie(K"""' )§ _ e_( £ - )f

z°

Norma tega elementa gre torej proti O, ko narasca §- > a:.Po-

tem je pa

I

Tim(1/%))1log!F(§)| = TIm(1/%1)Log{F ()} < 1im(1/¢)log F(%)!

Il o< 'fl-ree frer
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¢ f]*

= Tim(1/¢)(e§ + 1ogilF(2)e“‘§a!) = € + 1im(1/3)1logiiF(§)e
E—om E'""’G

Drugi sumand je pa <= 0, ker velja ﬁiF(z)e-Lti]er pri §-roc.

Ker je pa t>0 Se poljuben, sledi

Ii;i:zbﬁ(l/|§l)logiiF(§)1|. <0 (10)

(7), (8) in (10) kaZejo, da izpolnjuje funkcija TF(5%)
zahteve posploSenega Polya-Szegdjevega izreka ( 11 ,str.147),
po katerem je [F(§)i <« za vsak §= §+ iy, f,9 re-
alna, £ > 0.Toda pogoji (7), (8), (10) so izpolnjeni za
veak x eB, x| = 1, tako da velja pri 520 za vse fink-
cije F(i) ocena IF(3)} < l.Potem je pa tudi supiF($) <1
za § 2 0. Posebej je tedaj

sup F(}) = suple™teilx <1

ali f£(§) << e ;, §>0. Ta in pa neenalba (6) dasta skupa]

fu

£(5) = supie® x! = ng
za vsak ¢ 20.
Obenem z elementom u je po stavku 2 v mnoZici H tudi e-

lement -u. Zato eksistira zan]

~lim g(§)/§ = L
g-a o
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in velja torej izraZava
supﬂe{(’u)xﬂ = supie Ux| = e

za vsak £ 20.

Ako pomeni T = max(K, -L), drZi za vsak (€Z ocena

supﬂeiuxﬁ < gwﬁ in naprej Iim(log supﬁeguxﬁ/ﬁi) =
|'§-¥au
Trdimo, da je T Zitu = limﬁunﬁl/n (spektralni ra-

8P w3 e
dij elementa u). Ce je namred 3tevilo ¢>K, je zaradi oce-
ne ue?uuﬁ g:erhuu integral - J e"g?efuud? absolutno kon-

vergenten in torej definira v algebri B neki element c. Od

tod pa takoj sledi, da je K 2 0. V nasprotnem primeru bi

namrec¢ bil v B element . i f-e;uudf Za vsak element x
9
iz B bl tedaj veljalo
en
‘}90
H
XX = - J {uuxd; = - la¥ (eiux)df = [—e‘uxl = X
o . L o
Zaradi ocene lim'kegum] < limwxuuyﬂeK§ = 0, ki bi drzZala za
by a0 § = o ,
vsak x in y iz B, bi pa dobili lim xe‘u = & in zato tudi
i oo
o - ) 1!&“
XX, = - ]xefuudé = :~xegu3 = X

Element xolbi torej bil enota v B. Ker algebra B ne vsebuje
enote, torej pri nobenem sebi adjungiranem elementu u ni
K < 0. Z upoStevanjem krepkega odvoda integranda v definici-

ji za ¢
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%¥ (e_zee{uu) = —e‘ifeiu(fu - u?)

ge dobi

oo

u+€c - uc =u - Ee'f?ezu(gu—uz)dg - ut [ e;uug = 0
i

Zaradi zamenljivosti elementov u, ¢ je tudi u + ¢c - cu = 8.
Element ¢ je potemtakem kvaziinverzni k elementu (1/¢)u.Vse
tocke ¢>K na realni osi so torej regularne za element u.

Naj bo zdaj g<j“ Kakor ravnokar, ugotovimo obsto]j e-
lementa c, = Teﬁ ei(”u)udi in doZenemo, da je L < 0
ter da je cq kvé&iinverzni element k elementu (1/¢)u. Torej
so tudi vse tolke g::L realne osi regularne za element u.
Ker je pa spekter elementa u realen, leii med L in K in in-
terval (A,y) ne seZe preko intervala (L,K). Zato je T;gguhp
in L €£*», K Z % . S tem je stavek 3 dokazan.

Ce je K = L, je v spektru elementa u samo Stevilo 0. V
tem primeru je ;e§ux“/uxﬂ <X 1 za vsak realen §{ in

1ed% 2y = et ety / 1 za vsak kompleksen §.Po

<
Liouvillovem izreku sledi e’%x = x za vsak $ in x pri tem
u. To je mogole le za u = . V algebri B je torej © edini e-
lement, za katerega je K = L = 0.

Imenujmo B, algebro, ki jo dobimo, ko privzamemo k al-
gebri B enoté 1. V naslednjem stavku naj pomeni H mnozico

sebi adjungiranih elementov v B,.

Stavek 4. Ce ima Banachova algebra B lastnosti
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1) za noben x €B, X #+©® ni xy =6 za vse Yy E€B
2) vsak element x € B ge izraza z vsoto x = h + ig,h,g¢H
3)HCH1
in je f} ,*'j, A gfwv, najmanjs$i interval realne osi, ki vse-
buje spekter elementa u e H, je za vse §2 0

o

a =X
supuegux" = e in sup |le iuﬂ' . & F
Supremum je pri tem miSljen glede na vse elemente X €B =z

normo x|l = 1.

Dokaz. Iz stavka 3 sledi, da je 7T= max(K,-L)2 "u"sp‘
Dokazati pa moremo tudi oceno 1'§Jmnsp. V ta namen privze-
mimo k algebri B enoto 1 in imenujmo razSirjeno algebro B, .
Kakor je znano, ima vsak element iz B1 obliko ol + X =+ X;
pri tem je oeZ, x€B in 1 enota v Bln Vse moZne vsote
& + x dajo vse elemente iz Bl. Sestevanje, skalarno mnoze-

nje in mnoZenje je definirano v B, takole

(2+x) + (Pp+y)=(+P)+ (x+y) %x,heZ; x, y €B
C(PA +x)=(xp) + xx

(& +x)( P +y)=(xp) + (fx + Ay + xy)

Te operacije imajo vse na str. 1 omenjene algebrajske last
nosti (komutativnost vsote, asociativnost produkta, itd.).
To sledi od tod, ker imata mnoZica kompleksnih 3tevil Z in

pa algebra B te lastnosti.
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V algebri By je treba vpeljati Se normo. 0d norme v B
jo bomo razlikovali po indeksu. Torej pomeni .|ty normo v

Bl’ 1} +{f pa normo v B. 2a element o+ xéBl naj bo
lx+ x|, = sup |jty + xy||, ¥ €B, |jy|| = 1 (11)

Da je s tem predpisom res prirejeno vsakemu elementu
oA+ xeBl neko nenegativno Stevilo, kaZe ocena fixy + xyll<
< kXt x{{, ki velja za vsak y €B, |yl = 1. Prepridati pa
se Se moramo, da je (11) prava norma. Zato je treba preveri-
ti, ali so izpolnjene vse zahteve, ki jim mora norma ustre-
zati.

O&itno je l!ll[l = 1. Naj bosta z; = Ay + Xy,2, = o(2+x2

poljubna elementa iz By in /> €Z, Potem velja

I3zl 1 = sup IAC Xy + x9N = [Alsup Xy + 30 = |fflzqf]y
21 + 251 = sup ||( 0(1 + XSy + (Jt1 + xz)ylj < sup( fi%y +

F X+ Wy xul) = izl + frofla
Ce piSemo ( %,y + X,/ §Xo¥ + X,¥ji = ¥y ¢ B, je nadalje

"leEHl = suf( ® 9 + x)( %, + x2)y1| = sup( |i°‘1?fl +
+ Xy¥qll (|[*o¥ + x2y1|) < sup ||a{1y1 + xlyln .8up |ty + x2y” =

= lzall 1 {24l 1
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Poglejmo Se, ali je © edini elcment v B, z normo 0.Vze-
mimo, da bi bil n.pr. tudi element > - c ¢B,, ez, 2z 0,
¢ ¢ B takSen.Zaradi linearne neodvisfmosti elementov 1, ¢, 2za
noben A# O in ce€B ni M- c = 0. Pidimo (1/)c = d.
Ker iz

h~ cf

il = iM il - d'!l = ;A!sup;iy - dy‘.} = 0, YeB, ".Y:! = 1

sledi gy - dy}] = 0 oz. y =dy =za vsak y ¢B, pomeni to,
da je d = (1/X)c eB leva enota v B.Element d je pa tudi
sebi adjungiran, saj je

i+ 1fax) = gx + igx o= w1+ 8 = ] + o(f)

za vsak x ¢B. Ako je torej ue¢H, je 1i(du - ud) = i(u-ud)e€H.

Element u - ud pa izpolnjuje pogoj (1)
i o+ i3(u - ud)x = ix + Of = x|

in spada torej v H. Oba elementa i(u - ud) in (u - ud) pa
sta po stavku 2 lahko obenem v H le, ako je u - ud = @ ali
u = ud. To pa pomeni, da je d enota za elemente iz H. Ce
zdaj Se upoStevamo izraZavo elementov iz B z elementi iz H,

je za vsak x €B
dx = x, xd = (h + ig)d = hd + 1gd = h + ig = x

Element d bi toréj bil enota v B. Ker algebra B nima enote,je
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res |z} =0 le za 2z = 0.
Predpis (11) torej definira v By pravo normo. Flement
e =1 +u+ (1/2!)112 + (1/3!)113 + ... Jje v By. Iz same de-

finicije spektra v algebri B sledi, da ima element u v B in

v Bl isti spekter in je teda] _;;unsp = ;|uulsp. Funkcija e§

je regularna na spektru elementa u; zato dobimo spekter ele-
menta e" tako, da preslikamo spekter elementa u s funkcijo

e§ . Tedaj je pa

o i i il b
e Mgy < ¢ 7P o™ Mep = ©

Leve strani v teh ocenah pa se po stavku 3 glase

/
et hep = 1imjje™ gllfn = lim(sup |le™x N1/M = 1im(EYL/R o
n -y eo w-)ao:_tb "y o
ne'u;; 1ap" 1imile'n“ﬂ %/n = lim(sup %Je"nuxll )l/n = lim(e"nI’)l/n -
o Nepood L &R n -} o
-L

A =&
Ce to upoStevamo, imamo = max(X, -L) << sp*

Zdaj vemo, da je T = juj . = max(§,-L) in I % AT
=0 =K. Element u -1 JjevVv Bl,njegov spekter pa je obseien
v najmanjSem intervalu ( M- L, « - L). V mnoZici H, sebi
adjungiranih elementov v Bl so vsi tisti elementi a &Bl., za
katere je |1 + ifall; = 1 + o(§) pri realnem §-»0. Ker je
u €8 (Hl in L(:}Il, je tudi u - LéHl. Nadalje je element

WLl algebri B, in velja

ileu_Ll.ll = l!e-Leulll = sup lelely = 7P * E
* &
ot = 4



wi 3N
he™® ¥ I"];l = EieI’e"UHJ_ = supg!eLe'uxH = &°

&R

Bt = 4

Vedji od obeh eksponentov je pa spektralni radij elcmenta
u - L. Tako dobimo ju - Lijj. ., = max( X\ - L, %x- L) =
= max(0, K - L). Zaradi A-L < %-1,0 < K-L paod
tod gledi «x- L =K - L ali « = K. Podoben postopek z
elementom u - K pokaZe, da je A= L, Stavek 4 je doka-

zan.
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V tem razdelku bomo obravnavali Banachovo algebro B brez

enote, ki ima tele lastnosti:

2’ "") Vsak element x€¢B je moZno vsaj ne en naéin iz-
raziti v obliki x = h + ig, pri Semer je h, g €H in 1° = -1,

b”"") Ako spada h v mnoZico K in je §{ realno Ztevilo,
velja ix + 1fhx|| < Iy + o(é) za veek x €B pri £--0,

¢’’”) Za vsak h €H obstaja takSna razcepitev elementa

2

h® = u + iv, u, veH, da je uv = vu,

d°°’) Za noben x €B, X # G, ni Xy = © pri vseh y €B.

Stavek 5. Vsaka Banachova algebra B z lastnostmi a”" "),

b°"7), ¢”77), 4d°°7) je involutivma Banachova algebra.

Dokaz. Privzemimo k algebri B enoto.V raz¥irjeni algebri
Bl je veak element oblike «+ X, ®R€Z, X €B, norma ﬁ.”l je
definirana s predpison (11), Seveda algebra Bl v normi p.nl
v sploSnem ni polna, Element h ¢ H ima realen spekter,zato je
realen tudi spekter elementa h2€ B. Ker se pri prehodu iz

algebre B na algebro Bl spekter elementov iz B nec spremeni,
2 1§2

je povsod v

ima h™ tudi v B1 realen spekter. Punkcija e

konénem regularna, element eih = 1 + (ih2 - (1/2!)h4-...)6 By
2 ?

Baj Jje zgoraj omenjene oblike. Spekter elementa elh leZi to-
rej na enotnem krogu kompleksne ravnine in je zato njegov
spektralni radij ﬁeihﬁlsp = 1. Iz h2 =u + iv, u, v €H, uv =

= vu pa sledi z upoStevanjem stavka 3
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ine 2 i il
ih inh, 1/n inh 1/n
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™ Hgp = Hm | Iy RAYED !
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= 1lim su%ﬂe"nvyu My gh
i oa “'f'-
kyys
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—-ih2 nv_« 1l/n K
lfe lisp = lim supile” " = e

w3 y& £

Wiy =4
Porej je K= L = O; to pa pomeni,da je v =© in h° = u €H.
Vsak element x ¢B se da izraziti z vsoto x = h + ig, h,

g ¢H. Iz lastnosti 4°°") sledi, da je ta izraZava enolicna.

i

Ce je namred tudi x = h; + ig,, hy, g €H, je (hy - h) +
+ i(g; - g) = ©, hy - h€H, g - g€l in torej po stavku
2¢) h; -h =26, g, - g =0, Zaradi tega je elementu x =
= h + ig s predpisom x* = h - ig prirejen en sam element
x*€B.

Pakoj se vidi, da je x'* = x in je torej zahteva a”’)
izpolnjena.

Nadalje je pri A= o+ 13, fo= iJ; (o ﬁ,g’,fF
realna S8tevila), x = h + ig, y = hy + ig,, (h,g,hl,g1 ¢H)

5 . % - % i
(Ox +p¥) = lah + yhy - g - gy + 1(Bh + {h) +2g + Y&y =

= (xh + ¥hy - pg - {g;) - 4(fh + Ihy + =g + yg,) =

= (2~ ip)(h - 1g) + (¥ - 18)(h) - igy) =)x* + Ay

To kaZe, da je izpolnjena zahteva b”).
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Obehem z elementoma h, hl ¢ H sta tudi elementa
2 .2
hhy + hyh = (b + hy)? - b%- h,°€H, 1(hh; - hyh) ¢ H. Ker pa

so elementi iz H za operacijo * invariantni, je

» » »
(hh1 + hlh) = (hhl) + (hlh) = hh1 + hlh

= ¥ L * x
(i(hh; - hlh)) = -=i(hh;) + i(h;h) = ihh, - ihjh

oziroma

*

(hn))" + (hlh)' = hhy + hih

P *

Ce te dve enalbi seStejemo in od3tejemo, dobimo (hlhf = hh,y
in (hhlf = hyh. Potem pa se element (xy) glasi

¥ 1Y
(xy) = [(h + ig)(h; + igl)] = {_hhl - gg; + i(ghy + hgy)| =

* L * 4
= (hh,) - (ggy) - i(ghy) - i(hgy) = h;h - gyg - i(h,g+g h)=

¥

Torej je izpolnjena tudi zahteva ¢”).

Stavek 6. Ce ima Banachova algebra B brez enote last-
nostl a’“’), %), €Y, 4°°°) 3n }e norma ixil; = supixyll,
y€B, wll = 1, ekvivalentna prvotni normi §.ll, je B popolno-

ma regularna Banachova algebra.
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Dokaz. Privzemimo k algebri B enoto. V razsirjeni alge-
bri Bl je veak element oblike o+ X, *€¢Z, xeB. Na str.28,
29 smo Ze tudi definirali operacije v B, in vpeljali normo

il 1 na naéin
fo.+ x4, = suply + xyj|, y€B, iy =1 (113

Tam smo tudi videli, da predpis (1ll) ustreza vsem zahtevam
norme. Kar se tife algebre B, sta v njej definirani dve nor-
mi, namre¢ prvotna il.!! in nova H.”l. Po predpostavki sta
normi h.Il in H.Hl ekvivalentni in je zato algebra B polna
tudi v normi ji.!,. 04 tod pa lahko na znani na¥in (i2] ,str.
208) sklepamo, da je tudi algebra B; polna v normi jj.l|,.
Naj bo namred {“n + xn}; % €32, X, €B, Cauchyjevo za-
poredje iz Bl’ Ker je vsako Cauchyjevo zaporedje omejeno,
eksistira takSno pozitivno Stevilo A, da je {x + xji;<<A
za vsak indeks n. Od tod pa sledi, da mora biti zaporedje

Stevil & omejeno.V nasprotnem primeru bi paé v zaporedju

{“nf eksistiralo podzaporedje {dn.}, ‘jn' ¥ 0, katerega

¢leni bi po absolutni vrednosti ngrascali preko vsake meje.

Zato bi bilo pri n"— e

I+ (/o 0x gy = (1 tmpa) Bty + x fly <A/ jxpq >0

n
ali 1 = 1im(~1/txn,)xn,; Ker je pa (1/cxn.)xn, €B in je
algebra B polna, bi sledilo 1 €B. To protislovje kaZe, da je

b*nt omejeno zaporedje. Potem pa so v njem konvergentna
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podzaporedja. Naj bo %xn,,ﬁ eno od njih z limito « . Za
vsak ¢>0 je tedaj moZno dobiti takSen indeks N, da je
ld'n" - o m"l‘ia pri n”’, m"” >DN. Ker je zaporedje

%xn" - xn”} Cauchyjevo, lahko izberemo N tako, da je tudi

i ;
u( dnfr + xna:) - (O(mrf 5 i xmaf)i\l<s

pri n”’, m" " >N. Tedaj je pa Cauchyjevo tudi zaporedje
= - { i -
;xn.,k = {(:in,. - xn,,} % ,--i €B, saj ga lahko takole o

cenimo

lenio" xm""l g ii( dnfr'f' xnri) - ( ':"mfr + Xm'a)“l +

+ "(xnro - dmo»“l (2\.:. ’

pri n’y m’” >N. Ker pa je v algebri B vsako Cauchyjevo za-

poredje konvergentno, obstaja lim x

= xoe-B.Iz izrdZave
W'y

naa

0o er = I n n (0]
- o

x = lim X .- = lim R s+ X sa)e Jn,J =lim(mn,,+ X, ,,)= X
n ~Ge Il ~pyov n’s$

sledi, da konvergira dnf’ L RS A xoe,Bl. Element

mo + X Je pa tudi limita prvotnega Cauchyjevega zaporedja
fos * xn}, saj je pri vsakem £>0 2za vse dovolj pozne in-

deksen in n°’

n
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S tem je dokazana polnost algebre Bl v normi “'”1‘
Zaznamujmo 8 Hl mnozico vseh sebi adjungiranih elemen-
tov iz Bl.To so vsi tisti elementi u eBl, za katere jJe

Bl + 1tu <1+ o(}) (12)

it ],
ko gre realno Stevilo %—ao,

PokaZimo, da je H<Hy in so torej v B sebi adjungirani
elementi tudi Ze v B, sebi adjungirani. Naj bo u ¢H. Tedaj
je 4y + ifuyy = wym + o(f) za vsak y €B in realen {-»0,

Funkcija o(f{) je v sploSnem odvisna Se od elementa y.Iz ocen

Iyl + o(3) = lly + ituyh = pettiy 4 (1/21) Pu®y + (1/3‘); uly-

ool S iyl o+ g (1/2)g2uu:_;2e Ig1sun
)+ o(3) =y + ifuyy = pet™y 4 (1/20) %%y + (1/31) Pudy-
- ...n ::/ yl. o 1iy415(1/2)221‘,u}!2e if‘:‘ W

pa sledi, da je vedno —Hyﬂ(1/2)§2nw|eéﬂmn

;nmi(l/z)gzuuuze e Funkcije o(}),pripadajode elementom
y iz B, ki imajo normo 1, torej po absolutni vrednosti nc
presezejo funkcije ol(f) = (1/2)§ uwlze Ri”w'. Ce to upo-

Stevamo, dobimo

1 + ifull; = suplly + ifuyit = sup(l + o(3)) < sup(l +jo(§) )

<1+ ol(i),
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saj je treba vzeti supremum glede na vse y iz B z normo 1.
Po (12) pa to ravno pomeni u €H. Ker je bil element u €H Se
poljuben, je torej H CHl.

Ugotovimo pa lahko Se tole: vsak element iz H, je obli-
ke k + g, kjer pomeni k realno Stevilo in je g €H.

Najprej sledi neposredno iz definicije mnoZice H,,da je
o.1€H; tedaj in samo tedaj, kadar je o realno Stevilo.Na-
dalje pri ye€B, y€H, element y ni v H,. Ker je y = h + ig,
h, g€eH<H, iny ni iz mnoZice H, je g # ©. MnozZica Hl pa
ima vse v stavku 2 omenjene lastnosti. Ce bi tedaj element
vy =h+ 1ig bil v Hl’ bi bil tam tudi element ig in bi ic

g€H,, J’.g;(-H1 gledilo g = &, To pa ni v skladu z obliko ele-

1
menta y. Zdaj pa lahko doZenemo, da tudi elementi oblike

X + g, kjer o ni realno Stevilo, g €H, in elementi oblike
k + y, kjer je k realno Stevilo, y€H, yeB, niso v Hy. V
nasprotnem primeru bi namrel veljalo *x = (&+ g) - g €H, ,
vy=(k+y) -k €H,. Videli smo pa ze, da to ni mogole. Vze-
mimo zdaj poljuben element &+ y, katerega koeficient o ni
realno Stevilo in je y €B, y €H. Pisati moremo a= ky+ik,,
pri Cemer sta kl’ k2 realni 3tevili in je k2 + 0, ker x ni

realen. Za element y imamo izraZavo y = gy + igg, 811 8o cH,

tako da dobi element &+ y obliko
X+ y = (kl - ikz) + 8, + 1g, = (kl + gl) + i(kg * 82} (13)

Recimo, da bi veljalo X+ y (-Hl. Ker je kJ + 8 eHl, bi po
(13) element i(k2 + gg) spadal v Hy. Toda tudi element



wi B

k, + g, Je v Hy in zato mora biti k, + g, = © (stavek 2)

2
oziroma 1 = —(1/k2)g2 €¢H. To pa je protislovje, saj je alge-
bra B in torej tudi mnoZica H brez enote.

i teZko videti, da Banachova algebra Bl z enoto ustre-
za zahtevam a””"), b""), ¢““). V definiciji b’°’) nastopajola
mnozica je ravno Hy, to je skupnost elementov k + g, k re-

alno Stevilo, g eH.

Vsak element iz Bl ima obliko o+ x, oe€Z, x €B., Za-

1]

radi a”"") je x =h + ig, h, g €¢H, tako da je of ¥+ X =

= (kl + h) + i(k2 + g); tu sta kl, k2 realni Stevili in je

zato ki + h €H,, k, + g €H;. To kaZe, da je izpolnjena v

B, zahteva a’’).
Ker je vsak element hl iz Hl oblike hl =k + g, k re-

alno Stevilo, g ¢H, je h12 = X% 4 kg + gz. Tu pa je

2

k° + 2kg €H, in g° €HCHy, tako da je pogoj c’’) izpolnjen

2

sam po sebi pri u = hl’ v = 8. V dokazu stavka 5 smo namred

ugotovili, da je obenem z g €H tudi gQEEH.

Po [9] Jje algebra B, popolnoma regularna. Involucijo de-
finira kar prehod od elementa x = h + ig, h, g eHl, na ele-
ment x* = h - ig. Ce uvedemo v B; normi .l ekvivalentno
normo uxuo = Euxrgii, Jje ux‘xho = uxni, X eBl. S tem je pa
tudi na elementih algebre B definirana popolnoma regularna

£

involucija. Iz a’”’) in ekvivalence norm |1} in f.||; Vv B
pa vidimo, da prireja tako definirana popolnoma recgularna in-
volucija elementom iz B le elemente iz B. Stavek 6 je doka-

zan.
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Stavek 7. Vsaka konnodimenzionalna algebra B z last-
nostmi a“*’), b"°°), ¢’""), 4d°°°) je popolnoma regularna Ba-

nachova algebra.

Dokaz. Ker vsebuje algebra B samo konéno mnogo linearmo
neodvisnih elementov, je v normi Heil y tudi polna; Nadalje
je za vsak x €B ixly & Uxi. Zato sta normi ., f.fq e~
kvivalentni ( [3] ,str.47) in torej po stavku 6 eksistira v B

popolnoma regularna involucija.
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V stavku 6 je dokazana tale trditev:

Naj bo H podmnoZica Banachove algebre B brez enote,u-
strezajola pogojem: ‘
a’’’) Vsak element x € B je mo#no vsaj na en nadin izraziti v
obliki x = h + ig, pri Semer je h, g€H in 1% = -1,
b““’) Ako spada h v mnoZico H in je § realno Stevilo, velja
ix + 1fhx € uxl + o(§) za vsak x e€B pri £—=0.
¢’’") Za vsak h &H obstaja taksSna razcepitev elementa h2 =
=u + iv, u, vé€H, da je uv = vu.
d°’’) Za noben x&€B, x + ©, ni Xy = © pri vseh y ¢B.
e”””) Norma <4y = supixyl, y€B, vl = 1,je ekvivalentna

normi ixji.
Potem je:

1) Razcepitev x = h + ig, h, g €H, je enolidéna zo veek x €B.

2) Preslikava x-»x", ki prireja elementu x = h + ig element

-

X" =h - ig, je v B involucija.

1/2 je v B ekvivalentna prvotni normi

ixtl in jJe  ix™xj o = lxi 02 "

— *
3) Norma ﬂXﬂo = |IX xﬂl

Lastnosti a”"’), p"°°), ¢”°7), 4d°°"), e”’’) so torej
zadostne zato, da Jje Banachova algebra brez enote popolnoma
regularna Banachova algebra., Omenili smo Ze, da so za Bana-

chovo algebro z enoto v ta namen po [9] zadostni Ze pogoji
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2’’), b°"), ¢”°). Rahla posploditev le-teh so pogoji a””"),
b“’’), ¢’°’). Cisto na novo po sta se pojevila pogoja d”"")
in e””"). Postavlja se vpraSanje, ali mords ne bi mogli doka-
zati popolne regularnosti Banachove algebre brez enote samo
na podlagi a”“’), b"*"), ¢”""7). Kaj takega pa je teZko prida-

-~ rr

kovati, ker sta pogoja d”°’) in e””") v Banachovi algebri z
enoto vedno izpolnjena in torej sama po sebi vsebovana v si-
gtemn. 2" "), B ). 8"

Pogoj 47" ") zagotavlja enolilnost izraZave x = h + ig
elementov x ¢B z elementi h, g €H. Ce ga opustimo, ta izra-
Zava ni ve€ nujno enoliéna. Ker tvorijo vsi elementi x €B,
za katere je Xy = © 2za vsak y €B, zaprt dvostranski ideal
J, je faktorski prostor B/J Banachova algebra, ki izpolnjuje
a“"’). V B/J je torej razcepitev vedno enoliéna.

Ce opustimo pogoj e””“), algebra B v normi Hellq vaoble
ni vec polna. Involucije se v B sicer da vpeljati (stavek 5)

1/2

in norma x|l = X'z, je tudi popolnoma regularna; seve-

do pa v sploSnem tudi v tej normi algebra B ni vel polna.
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