FIZIKA

Po deblu z vrvno zanko

N
BARBARA ROVSEK

- Navdih za ta prispevek je druga teoreti¢na na-
loga s 5. Evropske fizikalne olimpijade (EFO), na-
loga je na sliki 1. Spodbudo za pisanje pa je prispe-
val urednik Preseka potem, ko smo nalogo v stiski
s ¢asom le pribliZzno reSili na prvem zoom sreca-
nju Presekovega seminarja za ucitelje matematike
in fizike. Zdaj nas Cas ne davi in si bomo privo-
$¢ili uvod, jedro in zakljucek, pa Se o praktiCnem

preizkusu bomo porocali.

V¢asih mora gozdar pri delu splezati na drevo, de-
lavec elektro podjetja na drog javne razsvetljave, vo-
jak pa za vajo na kar en drog. Pri plezanju si lahko
pomagajo na razlicne nacine; eden od nacinov je,
da okoli drevesa ali droga napeljejo vrvno ali tra¢cno
zanko, ki jo na deblu zadrzZi sila lepenja (slika 2). Ta
sila ne zadrzi le same zanke, ampak tudi gozdarja,
delavca ali vojaka, ki je vpet v zanko, kot prikazuje
slika 2. Ta tehnika ni nova iznajdba; tako so si npr.
pri plezanju na drevesa med obiranjem plodov Ze
davno pomagali nabiralci kokosovih orehov (slika 3).

Izkaze se, da lahko pogoj za to, da zanka ne zdrsi
ob deblu ali drogu navzdol, izrazimo kot pogoj, ki
mu mora zadostiti razmerje med dolZino zanke L
in obsegom debla ali droga 27TR in v katerem, se-
veda, nastopa tudi koeficient lepenja (stati¢nega tre-
nja). Za povrh bomo izrac¢unali Se obliko zanke.

Naloga. Okoli navpi¢nega valja s polmerom osnov-
ne ploskve R je ovita vrvna zanka z dolZino L >
Lo = 2mR. I§¢emo najvecjo mozno dolZino zanke L,
pri kateri zanka Se obstane na valju, ko jo vlecemo
vzdolz osi valja s silo F, ki je poljubno velika (in se
vrvica Se ne pretrga), kot prikazuje slika 4. Silo teze
vrvice lahko zanemarimo, ker je bistveno manjSa od
sile F. Zanko vle¢emo ob valju vzporedno z njegovo
0sjo.

T2: Valj na povodcu

Na wvrvici je zanka z
obsegom L > 27R, V
katero namestimo valj s
polmerom R. Med vrvico
in valjem deluje trenje, ko-
eficient trenja je u. Prosto
krajiS€e vrvice vleCemo
navzdol vzporedno z osjo
nepremicnega valja (kot
prikazuje slika). Ce je

obseg zanke vecji od kri-
ticnega obsega L > L, zanka zdrsne po valju, pri ¢emer
se njena oblika ne spremeni. Ce je obseg zanke manjsi
od kritiCnega, trenje med zanko in valjem povzroci, da
zanka ostane na svojem mestu (trenje jo “zaklene”). S
povecevanjem sile bi se zanka v tem primeru v nekem
trenutku strgala. PoiSci kriti¢ni obseg zanke L,. Maso
vrvice zanemari; prav tako upostevaj, da se vrvica niti
ne zvija niti ne suce, ko jo vle¢emo navzdol.

Utegne ti koristiti, Ce ves, da velja

2/\/1+:L’2d1'=l‘\/1+.’L’2+arCSinh:L'7

kjer je arcsinhz =1In (z + V1 + 22).

SLIKA 1.
Druga teoreticna naloga (od treh) na 5. Evropski fizikalni olim-
pijadi, ki je potekala na daljavo junija 2021.

Naloga je tipi¢na naloga iz matematicne fizike: iz
fizikalnih zakonov mehanike (o ravnovesju), zapisa-
nih za majhen del sistema (del vrvice v zanki, naviti
okoli debla), izpeljemo diferencialno enacbo. Raz-
mislimo Se o robnih pogojih ter poiS¢emo reSitev -
funkcijo, ki zadosti diferencialni enacbi in robnim
pogojem ter opiSe obliko vrvne zanke okoli debla.

Preden se lotimo racunov, preverimo nalogo s po-
skusom: na lesen valj (uporabili smo valj iz otro-
Ske lesene sestavljanke s premerom 3,9 cm) nata-
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SLIKA 2.

Ameriski vojaki vadijo plezanje po drogovih. Pri tem upora-
bljajo vrvi in trakove, ki jih ovijejo okoli drogov (www.piqgsels.
com/en/public-domain-photo-fjpti).

knemo zanko, ki jo naredimo tako, da lahko urav-
navamo njen obseg. Zanko vlecemo ob valju vzpore-
dno z njegovo osjo (vseeno je, kako je valj orientiran
v prostoru in ali vleéemo navzgor ali navzdol). Ce
je obseg zanke prevelik, zanka ob valju drsi (slika
5a) Opazimo lahko, da se oblika zanke med drse-
njem vzdolZ enakomerno gladkega (oziroma hrapa-
vega) plasca valja ne spreminja. Obseg zanke posto-
poma zmanjSujemo, dokler obseg ni dovolj majhen,
da zanka valj objame tako, da po njem ne zdrsne vec
(slika 5b).

Poskus ponovimo Se z valjem, ovitim v list papirja.
Ko najdemo najvecji obseg zanke, pri katerem zanka
ne zdrsne po valju, na papirju, v katerega je ovit valj,
s flomastrom oznacimo obris zanke (slika 5¢). Zanko
snamemo, papir razvijemo in si ogledamo c¢rto, ki
oznacuje lego zanke: videti je kot del kroZnega loka
ali parabola - izkazZe se, da tudi je parabola (slika 5d).

Zdaj se naloge lotimo Se teoreti¢no. Kaj lahko po-
vemo o tem fizikalnem pojavu? Zanka na valju mi-
ruje, torej so sile na zanko v ravnovesju. V smeri
navzgor deluje na zanko sila F, s katero zanko vle-
¢emo ob plascu valja v smeri simetrijske osi valja.
To silo uravnovesi sila lepenja, ki prijemlje po celo-
tni dolzini zanke in je v mejnem primeru (ko je vr-
vica v zanki tako dolga, kot je najvec lahko in na meji
zdrsa) na vsakem delcku vrvice v zanki usmerjena v
smeri, nasprotni smeri sile F in smeri zdrsa, ko sila F
preseZze mejno silo. Poleg tega je v mejnem primeru
velikost sile lepenja, ki deluje na vsak delcek vrvice
(z dolzino Al), najvec¢ja mogoca, AF; = k - AF,, Kjer

FIZIKA

SLIKA 3.

Nabiralec kokosovih orehov, poklic starodavne in tradicionalne
kulture Tamilcev (Thamizhpparithi Maari, CC BY-SA 3.0, via Wi-
kimedia Commons).

je k koeficient lepenja in AF, sila, s katero valj pri-
tiska na delc¢ek zanke v smeri pravokotno na plasc
valja in stran od osi valja. Tik pred zdrsom neenacba
AF; < k- AF |, ki sicer opredeljuje silo lepenja, preide
v enacbo.

Kot smo namignili v uvodu, se naloge lotimo z
obravnavo majhnega dela sistema. OpiSimo torej
ravnovesje del¢ka zanke z dolzino Al: na obeh kraji-
§¢ih delujeta nanj preostala vrv s silama F; in F», in
valj, na katerega je zanka navita, s silo valja AF, . Silo
valja lahko kar takoj izrazimo kot vsoto sile AF,, s
katero valj pritiska na del¢ek zanke v radialni smeri
(navzven), in sile lepenja AF;, ki deluje na delcek
zanke v smeri, ki je vzporedna simetrijski osi valja
in nasprotna sili F (in tangencialna na plas¢ valja)
(slika 6).
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SLIKA 4.
Skica valja in vrvne zanke, ki objema valj in ki jo v smeri, vzpo-
redni s simetrijsko osjo valja, v eni to¢ki vlece sila F.

Sili F; in F> sta makroskopski sili, ki napenjata
delcek vrvne zanke, ovite okoli valja. Po velikosti
sta skoraj enaki in primerljivi s silo F. Sili F; in F>
lezita vsaka v svoji ravnini, tangencialni na plas¢ va-
lja. Ti dve ravnini sta skoraj vzporedni, pa ne po-
polnoma: ena glede na drugo je zasukana za majhen
kot A, kot prikazuje slika 7, kjer valj, okoli kate-
rega je zanka navita, opazujemo z vrha (opazujemo
osnovno ploskev).

Sile, ki smo jih naSteli, so usmerjene v razli¢ne
smeri prostora. IzkaZe se, da je vsako od njih prikla-
dno razstaviti na dve komponenti: na komponentno
vzdolz simetrijske osi valja - osi z, in komponento,
ki leZi v ravnini xy. Ce vpeljemo $e koordinato w, ki
meri lego delov vrvne zanke po obsegu valja (izhodi-
§¢e w = 0 je nasproti prijemali§ca sile F, prijemali-
Sce te sile pa je pri w = +7R), lahko vsako od sil, ki
delujejo na delcek zanke, zapiSemo z najve¢ dvema
komponentama.

SLIKA 5.

a) Zanka s prevelikim obsegom drsi vzdolz valja. b) Ko obseg
zanke dovolj zmanjSsamo, se zanka zadrgne okoli valja in na
njem miruje. c) Valj po plasc¢u tesno ovijemo z listom papirja
in ponovimo poskus z zanko. S flomastrom na papir nariSemo
obris zanke. d) Papir (plas¢ valja) razgrnemo in si ogledamo
obliko zanke Se v dveh dimenzijah.

Sila AF, lezi v ravnini xy (je pravokotna na plas¢
valja in glede na postavitev valja po definiciji nima
komponente v smeri osi z), sila AF, pa je usmerjena
vzdolz osi z (nima komponente v ravnini xy, kar
smo zahtevali na zacetku).

Vodoravni komponenti sil F; in F», lezita v ravnini
x7y in hkrati vsaka v svoji (na plas¢ valja) tangen-
cialni ravnini. Ti dve komponenti oznac¢imo z Fl,w
in F}w. Na sliki 8 so prikazane vse komponente sil
v ravnini xy: ker delcek vrvice (na sliki oznacen z
rdeco) miruje, je njihova vsota enaka 0. Ker je sila
AF, radialna, komponenti Fi ,, in F»,, pa tangenci-
alni, v ravnovesju neizbeZno velja

" |ﬁl,w| = |ﬁ2,w| = Fy.
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SLIKA 6.
Sile, ki delujejo na del zanke z dolzino Al, ko zanko na enem
mestu vlece vzdolZ osi sila F in zanka miruje.

To pomeni, da je ta komponenta sile, ki napenja
deléek vrvne zanke, po celi zanki (za vse del¢ke zan-
ke) povsod enaka. Na sliki 8 (pa tudi Ze na sliki 7)
ima projekcija delcka vrvne zanke z dolZino Al na
ravnino xy dolzino Aw = R - A, kjer je Ap = AT“’
kot, ki ga delcek zanke opiSe v ravnini xy.

ZapiSimo pogoj za ravnovesje sil, ki delujejo na
delcek zanke, posebej za komponente sil v ravnini
Xy in potem Se za komponente sil v smeri osi z.

Za velikosti komponent sil v ravnini xy v ravno-
vesju velja AF, = 2 - F, - sin AT"D. Ko uposStevamo,
da je Ap (in seveda tudi %’D) zelo majhen in zato

sinAT"’ ~ AT(’”, dobimo za velikost radialne sile, s ka-
tero del¢ek vrvne zanke pritiska na valj, ta pa nazaj
nanj, izraz

= AF, =2-Fy -

(Vemo, kam nas vodijo vsi ti A; ne slepomiSimo in
kar na sredi poti preidimo z A na infinitezimalno dol-
7Zino zanke in razlik: Al —» dl, Ap — dp, Aw — dw
in tudi za sili, ki sta majhni, zapiSimo AF, — dF, in
AF; — dF;.)

FIZIKA

AF,

SLIKA 7.

Pogled na del zanke z vrha valja. Sili F; in F> lezita vsaka v svoji
ravnini, tangencialni na plasc valja, in sta ena glede na drugo
zasukani za kot A (okoli osi valja).

©

AR,

SLIKA 8.

Komponente sil na del zanke, ki leZijo v ravnini xy.
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F
dl dx
dw
a)
vrvna zanka plas¢ valja
—7mR 0 TR w
J(w + dw)

4 b)

w w + dw w

SLIKA 9.

a) Oblika zanke, ki miruje na valju, v ravnini, v katero razgr-
nemo plas¢ valja. Sila F prijemlje v to¢ki w = +7TR. b) Kom-
ponente sil, ki delujejo na del zanke z dolzino dl in ki lezijo v
ravninah, tangencialnih na plasc valja; prikazemo pa jih v rav-
nini, v katero razgrnemo plasc valja.

Ostale so nam Se komponente sil v smeri sime-
trijske osi valja, osi z. Skico zanke, delcka zanke
in sil, ki delujejo nanj, nariSemo Se v ravnini, v ka-
tero razgrnemo plasc¢ valja (slika 9a, kot na sliki 5d).
Za velikosti komponent sil vzdolZ osi z v ravnovesju
(glej sliko 9b) velja F> > = F1 > +dF;. Komponenti F; ,
in Fp, izrazimo z F1 ., = F> = Fy, in tangensom
inFi; =Fy-tg¥ly inFo; = Fy - tg $lwiqw. Ko
izenac¢imo oba izraza za silo lepenja, ki deluje na

delcek zanke,

- dF=k-dF, =k-F, . ¥

in

4z
dw

dz

* dFj=F,, - F =F-< - 7=
1 2,z 1,z w widw dw

)

dobimo diferencialno enac¢bo za funkcijo z(w), ki
opise lego vrvne zanke na valju

dz dz

aw | yigw  awl, d’z  k
dw

dw? R’

Funkcija, katere drugi odvod je konstanta, je para-
bola, z(w) = %wz, pri ¢emer smo izbrali vrednost
(robni pogoj) z(w = 0) = 0.

Ostal nam je Se izracun obsega vrvne zanke, kar je
zdaj s pomocjo matemati¢nega prirocnika ali namiga
s konca naloge (slika 1) razmeroma enostavna vaja iz

L

2R '
3 -

1.5

SLIKA 10.
Graf razmerja ZTITR = LI—“ med dolzino zanke in obsegom droga
v odvisnosti od koeficienta lepenja k.
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integriranja:

TR
LszlzZ Vdz? + dw?
0
TR 2
:2J w/1+(‘7l—“’) dz
0 dz
TR kw 2
—ZJO ﬂl-l—(T) dz

in kon¢no dobimo kriticni obseg zanke, pri katerem
zanka ravno Se ne zdrsne po valju

L = Rmt4/1 + (k1T)2 + %arcsinh(kn).

V skrajnem primeru, ko je lepenja zelo malo ali
ni¢, torej k — 0, funkcijo arcsinh(x) nadomestimo
s 1. ¢lenom v njenem razvoju v Taylorjevo vrsto,
arcsinh(x) = x — %3 +...inizraz za L preide v ob-
seg valja: L = R + %kn = 2mtR. Ce po drogu bolj
drsi kot ne, mora delavec vrv okoli njega napeljati
zelo tesno in kar po obsegu droga. Ce je lepenja ve,
si lahko privosci nekoliko daljSo zanko. Graf, ki pri-
kazuje, kako je razmerje ﬁ odvisno od koeficienta
lepenja, je na sliki 10.

Kako na »strmino« oziroma naklon zanke {‘;—fj vpli-
vata koeficient lepenja k in polmer valja R? Naklon
zanke se vzdolz obsega zanke spreminja sorazmer-
no z oddaljenostjo od najniZje tocke; % = %w; na-
klon je sorazmeren k in obratnosorazmeren R. Pov-
precni naklon zanke po celem obsegu pa je odvisen

le od k: (%) _ zw=mR)-z(w=0) _

kTt .
— =, kar prikazu-

jejo tudi zaporedne sli¢ice na sliki 11, kjer je zanka

FIZIKA

ovita okoli razlicno debelih valjev pri istem koefici-
entu lepenja k.

Se eno (no, eno in pol) vprasanje nam pride na
misel: kolik$na je lahko najve¢ sila F, da se vrv ne
strga? Kje se strga? Pustimo bralcu zadoScenje, da
sam poiSce odgovora!

Zaceli smo s fotografijami uporabnikov tega po-
java, ki s pomocjo vrvne tehnike plezajo na drogove
in drevesa. Pozornemu ocesu ni usla podrobnost,
v kateri se realni prizori nekoliko razlikujejo od tu
obravnavanega problema: obiralec kokosovih orehov
na sliki 3 je v zanki vpet na tak nacin, da jo vlece v
smeri, ki ni vzporedna z osjo debla. Na tak nacin
povzroci veCjo pravotno komponento sile debla na
zanko in tudi ustrezno vecjo silo lepenja ter doseze,
da je njegovo plezanje Se bolj varno.

S tako zapletenimi nalogami, ki znatno presegajo
obseg srednjeSolske fizike, se morajo ukvarjati di-
jaki na Evropski fizikalni olimpijadi. In ukvarjajo se
uspesSno; med priznanji, ki so jih na EFO dobili, sta
tudi dve Best solution of Theoretical problem (Marko
Cmrlec in TevZ Lotri¢) in ena Best in Theory (skupen
uspeh pri re§evanju teoreti¢nih nalog, Marko Cmr-
lec). Arhiv nalog, reSitev in rezultatov z vseh petih
dosedanjih EFO je na spletni strani eupho.ee. Na
spletni strani www . geogebra.org/m/g2wdhstw pa si
lahko zanko, ki je napeta okoli valja, ogledas iz raz-
licnih smeri, pa Se vpliv koeficienta lepenja na njeno
obliko lahko opazujes.

Priporo¢amo tudi ogled kratkega posnetka pleza-
nja po deblu s tradicionalno tehniko japonskih obi-
ralcev cipres (buri-nawa) na YouTubu: youtu.be/
_Octm4nK2Fc.

Vrvica s kriticno dol-
zino L, napeta okoli
razlicno debelih dro-
gov pri istem koefici-
entu lepenja k.
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