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FRTEMATIBR

VOLILNA STEVILA

1. O volitvah in vedno bolj omejenem kralju

V otogki drzavi Mali Bilandiji je kralj razpisal parlamentarne volitve. Za oblast
se potegujeta dve stranki. Prva je stranka ENS, ki ji ljudje refejo stranka
enistov, druga pa stranka ZRS, ki se je je oprijelo %aljivo ime stranka zeristov.
Enisti imajo nedvomno bolj%o politi¢no ekipo, vendar pa mnogi menijo, da
predsednik stranke ni bil najbolj posre€eno izbran. Zato je upravni odbor
enistov sprejel naslednji sklep: Ze se bo med 3tetjem glasov v katerem koli
trenutku v vodstvu znaZla stranka zeristov, bodo predsednika zamenjali.

Volitve so mimo. Zmagala je stranka enistov, ki je zbrala 11.079 glasov.
Zeristi so zbrali 6.340 glasov.

Kolik$na je verjetnost, da je predsednik enistov obdrZal svoj polo¥aj?

Naloge se bomo lotili nekoliko splo¥neje. Denimo, da je za eniste glaso-
valo n, za zeriste pa n— k volilcev (n > k > 0). Skupaj je torej glasovalo
2n — k volilcev. Ko komisija presteva glasove, vzame glasovalni listek, ga
odpre in v zapisnik zapife enko, &e je bil na listu glas za eniste, in ni€lo, e
Jje bil glas za zeriste. Potek preStevanja nam torej opisuje zaporedje 2n — k
znakov, od katerih je n enk in n — k ni€el. Vseh takih zaporedij je

("7)

(+) = 7=y

Stevilo potekov preStevanja glasov, pri katerih zeristi v nobenem trenutku ne
pridejo v vodstvo, ozna&imo z B, x. Verjetnost, da bo predsednik enistov
ostal na €elu stranke, je enaka razmerju med 3tevilom zanj ugodnih potekov
preStevanja glasov in Stevilom vseh potekov preStevanja, torej

kjer je

Bn.k




99

Bolj kot ta verjetnost nas bodo zanimala Stevila B, x. Imenujejo se
volilna Stevila. Ponovimo:

Ce na volitvah prva stranka dobi n glasov in druga stranka n — k
glasov, nam Stevilo B,  sporoca Stevilo moZnih pretevanj glasov, pri katerih
prva stranka nikoli ne zaostaja za nasprotno. Definicija je smiselna za vsako
naravno Etevilo n in vsako celo Etevilo k z lastnostjo 0 < k < n.

Prej smo spoznali, da potek pretevanja lahko ponazorimo z zaporedjem,
sestavljenim in n enk in n— k nigel. Katera zaporedja pripadajo tistim
preStevanjem volilnih glasov, pri katerih prva stranka nikoli ne zaostaja za
drugo? To so zaporedja, pri katerih je levo od vsakega €lena vsaj toliko enk
kot ni¢el. To so zaporedja, ki predsedniku enistov zagotavljajo ohranitev
polofaja. Zato jih bomo imenovali sprejemljiva zaporedja.

Na podlagi vsega povedanega se boste bralci gotovo strinjali, da je Stevilo
B, k enako Stevilu vseh sprejemljivih zaporedij, sestavljenih iz n enk in n—
— k nigel. Za primer si oglejmo Stevilo B3 1. Za tvorbo zaporedij imamo
na voljo tri enke in dve ni&li. Sprejemljiva zaporedja, ki jih z njimi lahko
sestavimo, so naslednja:

11100
11010
11001
10110
10101

Vidimo: B3 1 = 5.

Vljudno je, da v prestevanje glasov vklju€imo tudi kralja. Postavimo ga
na 3ahovsko desko razseZnosti (n+1)x(n+1). Polja oznaZimo s pari (x, y),
kjer Stevili x in y tefeta med 0 in n, pri €emer x oznaZuje stolpce (od leve
proti desni), y pa vrstice (od spodaj navzgor) (slika 1). ZaZnimo pre¥tevati
glasove. Ce je na listitu glas za eniste, naj se kralj premakne za eno polje v
desno, e pa je glas za zeriste, za eno polje navzgor. Ce je kralj potovanje
zaZel na polju (0,0) in je v odvisnosti od glasov delal premike bodisi tipa
(x,¥) = (x+1,y) bodisi tipa (x,y) — (x,y + 1), bo na koncu pristal
na polju (n,n— k). Tako smo spoznali, da nam vsak potek preStevanja
glasov (to je vsako zaporedje n enk in n— k niZel) doloZa neko pot kralja
od izhodiZ€a (0,0) do polja (n, n — k). Velja pa tudi obratno: vsaka pot
kralja, ki se zaZne na polju (0, 0), krene na vsakem polju bodisi desno bodisi
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navzgor in se kon&a na polju (n, n— k), nam doloZa potek glasovanja (desno
= glas za eniste, navzgor = glas za zeriste). Potekom prestevanja glasov,
kjer predsednik enistov obdr#i poloZaj, ustrezajo tiste poti 3ahovskega kralja,
ki nikoli ne zaidejo nad diagonalo 3ahovnice.

Redni bralci Preseka ste se ob tem najbrz Ze spomnili &lanka Marka
Razpeta o ¥ahovskem kralju z omejeno svobodo gibanja, ki je bil objavljen v
Preseku XV (1987/88), str. 358-361. NaZ kralj je za razliko od tistega Ze
bolj omejen, saj mu korak v smeri diagonale (x,y)— (x+1,y+ 1) ni ve¥
dovoljen.

6 6
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|
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Slika 2. Pojasnilo k rekurzivnim zvezam

Slika 1. Oznake in moZne poti kralja. 2).

Naj bo H; j 3tevilo poti nadega omejenega kralja, ki se zaZnejo na polju
(0,0), konZajo na polju (i,j), i > j in nikoli ne zaidejo na del $ahovnice nad
diagonalo. Volilna $tevila so s Stevili H; ; v preprosti zvezi:

Bn,k = Hn.n—k- (1)

Iz slike 2 razberemo
Hio=1, (2)
Hii=Hjj1 in (3)

Hij=Hi-1j + Hij (i >J). (4)
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S pomodjo teh zvez se bomo prepridali, da za naravni Stevili m in
n, n>0, 0<m<n velja

Hn.m =

n+1—m(n+m)_ (5)

n+1 n

DokaZimo to zvezo z indukcijo na n+ m. Naj bo najprej n+ m = 1.
To pomeni n =1 in m = 0. Zveza (5) v tem primeru velja, saj je desna
stran enaka 1, leva pa tudi (zaradi (2)).

Naj bo k > 1 naravno Stevilo. Predpostavimo, da trditev velja za pare
naravnih 3tevil n,m, n >0, 0 < m < n z lastnostjo n+ m = k.
DokaZimo, da velja tudi za pare z lastnostjo n+ m = k + 1:

Hn.m Hn—l.m o Hn.m—l =

n—-m{n+m-1 » n—m+2 (n+m-1\ _
n n—1 n+1 n -

_n—-m+1 (n+m)

n+1 n
Pri prvem enafaju smo uporabili enakost (4), pri drugem indukcijsko

predpostavko, zadnjo enakost pa preverimo s kratkim ra€unom. S tem je
formula (5) dokazana.

Zvezi (1) in (5) pa nam Ze omogogata izraZunati volilna Stevila:

k+1 (2n—k
Bak = 21 (*775). (®)

Verjetnost, da bo predsednik enistov obdrZal svoj poloZaj je zato enaka

Bn,k » k+1
(2n—k) n+1’

n

W=
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V konkretnem primeru imamo n = 11079, n— k = 6340, kK = 4739 in
V = 4740/11080 = 0.428.

Kljub odli¥nemu volilnemu izidu se je stolZek predsedniku krepko zatresel.

2. Kralj se obna3a drugate, rezultat pa ostaja isti

V tem razdelku bomo spet pretevali glasove, le da bomo kralju na ¥ahovski
deski predpisali druga&na pravila obna%anja. Tako bomo (z va%o pomogjo)
zvezo (6) dokazali 3e na drug nain.

Vzemimo tokrat Zahovsko desko dimenzije vsaj (2n+ 1) x (2n+ 1).
Polja spet ozna&imo s pari (x,y), pri &emer oznafuje x stolpce od leve
proti desni (x = 0,1,...,2n), y pa vrstice od spodaj navzgor (y =
= —-n, —(n-=1),...,0,1,..., n) (slika 3). Kralja postavimo na polje
(0,0) in za&nemo prestevati glasove. Pri vsakem glasu za eniste naj se kralj
s svojega polja premakne na polje desno zgoraj (korak (x,y) — (x+ 1,y +
+ 1)), & pa je glas za zeriste, se premakne na polje desno spodaj (korak
(x,y) = (x+1,y —1)). Po konZanem preZtevanju se bo kralj zna%el na
polju (2n— k, k).

5

V4

3

2

1

0o 0] K= o| |o

_1 i
-2

-3
-4

-5

0123456788 % 012345678970

Slika 4. Naloga 1.b): Pot (o) in prezrcal-
Slika 3. Oznake in moZne poti kralja. jeni del poti (x).
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Lepa lastnost takega premikanja kralja je, da nam druga koordinata meri
razliko med 3Ztevilom glasov, ki so jih do danega trenutka zbrali enisti, in
Stevilom glasov, ki so jih zbrali zeristi. Prva stranka med preStevanjem ne
bo nikoli zaostajala za drugo, €e kralj na poti ne bo nikoli za%el na polja
gahovnice z negativno ordinato.

Na podlagi vsega povedanega lahko sklenemo: 3tevilo B, x je enako
Etevilu poti 3ahovskega kralja, ki se zaénejo na polju (0, 0), kon&ajo na polju
(2n—k, k), na vsakem polju vodijo bodisi desno navzgor bodisi desno navzdol
in nikoli ne zaidejo na polja z negativnimi ordinatami.

Upam, da boste %tevilo teh poti s pomo&jo naslednjih navodil uspeli
izratunati sami.

Naloga za bralce:

(a) Koliko je vseh poti Sahovskega kralja, ki za&nejo na polju (1,1),
konZajo na polju (2n—k, k) in na vsakem polju vodijo bodisi na polje desno
zgoraj bodisi desno spodaj?

(b) Naj bo P ena od poti iz toZke (a), ki na polju (s, —1) prvi€ zaide
na spodnji del $ahovnice (kjer so polja z negativnimi ordinatami). Ce del poti
P med poljem (1,1) in poljem (s, —1) prezrcalimo preko vrstice y = —1,
dobimo pot z zafetkom na polju (1,—3) (slika 4). Premislite, da je vseh
poti z zatetkom na polju (1,1) in koncem na polju (2n — k, k), ki zaidejo
na spodnji del ¥ahovske deske, natanko toliko, kot je vseh poti z zafetkom
na polju (1,—3) in koncem na (2n — k, k). Koliko je torej teh poti?

(c) Upostevajte, da se mora kralj, € no€e na spodnjo polovico $ahovnice,

v prvi potezi premakniti na polje (1,1) in s pomoé&jo toZk (a) in (b) izpeljite

(6)-

3. Kraljevi dosje o volilnih tevilih

Iz trezorja kraljeve obve¥Zevalne slufbe sem uspel dobiti spisek za¥etnih vo-
lilnih Etevil. Seveda ga z veseljem objavljam:
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8 1

7 18

6 1 735

5 16 27 110

4 1 5 20 75 275
|

3 1 4 14 48 165 572
i

2 13 9 28 90 297 1001

l |
1|1 25 14 42 132 429 1430
d 4
0|1 25 14 42 132 429 1430
k/nl1 23 4 5 6 78

Poleg vlamljanja v kraljeve trezorje lahko do tega spiska pridete Ze
najmanj na dva natina. Prvi je neposredni izrafun s pomo&jo zveze (6).
Pri drugem nagnu pa se opremo na rekurzivne zveze, ki jih dobimo, &e
upodtevamo (1) in (2 - 4):

Bnn=1, (7)
Bpno=Bn1 in (8)
Bﬂ,k = Bn—l,k—l + Bn.k+l (n - S 0) (9)

Drugi natin je ugodnej3i, saj lahko z njim tabelo sestavite hitro in na pamet.
Najprej na diagonalo zapi%ete enke (enakost (7)), nato upostevate zvezo (8)
in dobite prvo Etevilo v vrstici k = 0. To vam, skupaj z (9), omogoZa
rafunanje 3tevil na prvi poddiagonali (glej pusice). Podobno postopamo pri
radunanju druge in vseh nadaljnih poddiagonal.
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Naj ob koncu bralce opozorim na spodnjo vrstico seznama volilnih Stevil:
1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, ...

To so tako imenovana Catalanova Stevila:

1 2n
Cn = Bho = n+1(n) D=1:2500 (10)

Bralci Preseka ste jih Ze srefali, in sicer v €lanku Romana Drnovika o Eu-
lerjevem problemu delitve konveksnega vetkotnika na trikotnike, ki je izSel v
zadnji tevilki lanskega letnika Preseka. Stevili ¢, in e, iz tega &lanka sta
namre s Catalanovimi Stevili v preprosti zvezi: ¢, = Cp—1, en = Cp—2.
To najhitreje dokaZemo takole:

1 2n-3 1 2n—4
=55 (ns) = (7)) = o m=san

Prvi enadaj je dokazan v omenjenem &lanku, drugega preverimo s kratkim
ratunom, tretji pa sledi iz (10).

Bojan Hvala





